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CALCUL INTÉGRAL. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 



CHAPITRE L 

GÉNÉRAUTÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



I. — Préliminaires. 

Une équation difTérentielle est une relation entre une ou 
plusieurs variables, une ou plusieurs fonctions inconnues de 
ces variables et leurs dérivées ou leurs différentielles. 

Il y a trois espèces d^équations différentielles : 

1° Les équations différentielles ordinaires, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions d^une seule variable et leurs 
dérivées ; Tordre d'une équation différentielle ordinaire est /i, 
quand elle contient des dérivées d^ordre n sans contenir de 
dérivées d'un ordre plus élevé. 

2** Les équations aux dérivées partielles, qui ont lieu entre 
une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables et leurs 
dérivées; Tordre d'une équation aux dérivées partielles est n 

L. — Traité d'Analyse, V. i 
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quand elle contient des dérivées d'ordre n sans contenir de 
dérivées d'un ordre plus élevé. 

3® Les équations aux différentielles totales, qui ont lieu 
entre une ou plusieurs fonctions de plusieurs variables, les 
différentielles des variables et les différentielles totales des 
fonctions. L'ordre d'une équation aux différentielles totales 
est n quand elle contient des différentielles d'ordre n, sans 
en contenir d'un ordre plus élevé. 

Intégrer f ou résoudre une équation différentielle, ou un 
système d'équations différentielles, c'est trouver la forme 
qu'il faut attribuer aux fonctions contenues dans cette équa- 
tion ou dans ce système, pour que cette équation ou ce 
système d'équations se réduise à une identité ou à un 
système d'identités. 

Nous démontrerons que les équations différentielles ordi- 
naires et aux dérivées partielles admettent ordinairement 
des solutions, et même en général des solutions en nombre 
infini. Au contraire, les équations aux différentielles totales 
n'en admettent que si elles satisfont à certaines conditions. 

Quoi qu'il en soit, on peut voir immédiatement que si une 
équation peut être ramenée à la forme 

rfU désignant une différentielle exacte, elle admettra la solu- 
tion unique U = const. C'est souvent en ramenant une équa- 
tion à cette forme que l'on parvient à l'intégrer, c'est souvent 
une équation de cette forme que l'on cherche à déduire 
d'équations données pour en découvrir une solution (*). 

IL — Théorème fondamental. 

Soient t une variable réelle et x, y^ z^ ... un système 
de V fonctions inconnues de t. Si les fonctions Çj y» ^, ... 

(•) Le lecteur pourra passer tout de suite au Chap. II s'il voit le Calcul 
intégral pour la première fois, en admettant pour le moment que tonte 
équation difTérenticlle à une inconnue a une solution renfermant autant 
de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans son ordre. 
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de x^ y^ 5, . . . , t restent finies et continues j ainsi que 
leurs dérivées y quand x^y, z, . . . , f varient dans le voisi- 
nage de Xqj yo, Zqj . . .^ to, les équations différentielles 

dx dy dz 

<"> 5?=f' di=f'' -di=^^ ■•• 

admettront une solution telle que, pour t = ^o, on aura 
X = ^0? y =yo^ z = Zoj .... 

La première démonstration de ce théorème a été donnée 
parCauchy : elle se trouve exposée dans le Calcul différentiel 
et intégral de Tabbé Moigno; la seconde, fondée sur l'emploi 
des séries, a été également donnée par Cauchy ; elle se trouve 
également consignée dans l'Ouvrage cité et dans les Nouveaux 
Exercices d'Analyse et de Physique mathématique. 

Dans la démonstration qui va suivre, je désignerai par la 

lettre une quantité comprise entre — i et H- i , la même 

lettre 6 pouvant désigner des quantités très difTérentes : en 

d'autres termes, la notation Oa représentera une quantité 

comprise entre — a et -h a, en sorte que Ton aura par 

exemple 

a-f- 6a = 26a. 

Nous dirons que les variables Xyy,z^ . . ., t sont comprises 
dans le domaine L si ^ varie entre ^o — ^ et ^o ~h ^7 ^^ si en 
même temps x varie entre Xq — a et Xq-^ a,y entre yo — b 

Enfin nous supposerons que, les variables restant comprises 
dans le domaine L, les fonctions cp, ^, A, . . . et 



restent finies et continues. Posons maialeaant, en appelant h 



4 CHAPITRE I. 

une quantité très petite, 1^ = io-h h et 



(I) 






appelons M le maximum de (p pris en valeur absolue dans le 
domaine L, N le maximum de ^, etc. ; il est clair que l'on aura 

ari = 570-+- 6AM, yi=yo-^^àNf ...; 

si donc h est suffisamment petit, x^9y^JZ^f ... seront com- 
pris dans le domaine L. Supposons qu'il en soit ainsi et 
posons ^2 = ^1 -+- A et 

x^ = xi-^ I <f{xij yif ,.., t)dty 



on aura 

a?j = ariH-6AM, ^i =j'i-+- 6AN, 

et, par suite 

donc, si h est assez petit, X2, ^2; ^29 • • • seront également 
compris dans le domaine L. En continuant ainsi, on posera 
enfin 

X = X„^l-+' j ^{Xa-i, yn-ii '.',t)dt, 



et Ton aura 

X =sa7o-t- n6AM, Y =yQ-\- n^h^^. 
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et, si h est suffisamment petit, X, Y, Z, ... seront compris 
dans le domaine L. Il suffira évidemment pour cela que l'on 
ait en valeur absolue 

/ieAM<a, /ieAN<6, 

ou, en observant que /lA = T — t^^ 

Il résulte de là que Ton peut toujours choisir T assez voisin 
de ^0 pour que, quelque grand que soit n, les quantités T, 
X, Y, ... soient contenues dans le domaine L. Ajoutons 
les formules (i), (2), . . ., (/i); nous aurons 

1=11—1 ^. 

(a) { 1 = 11-1 ,^^^ 

1 = '* 



On simplifiera un peu ces équations en appelant \ une fonc- 
tion de t assujettie à rester égale à ^Tq quand t varie de t^ 
à /| y à rester égale à x^ quand t varie de ^1 à ^29 • • 1^^ appe- 
lant r\ une fonction assujettie à rester égale à y^^ quand t 
varié de t^kt^^ à rester égale ky^ quand t varie de /| à ^2? • • • 
et alors en effet les formules (a) s'écriront 



■:. 



Cela posé, je suppose que T soit une valeur fixe de t con- 
tenue dans le domaine L : je dis qu'en faisant croître indéfi- 
niment le nombre n les quantités X, Y, Z , ... tendront 
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vers des limites finies fonctions de T. En effet, comparons 
d^abord les valeurs (6) avec celles-ci 



Xo 



= Xo-hJ <f{xoyjroi .-., 0^'» 



nous aurons 






ou 



Appelons alors [jl une quantité plus grande que la plus grande 
des quantités <p, y , . . . , cp^ , çp2, . . . , )r« , ^2, • • • î dans le do- 
maine L, observons ensuite que, Ç — Xq étant une des quan- 
tités, a:/ — o^o est de la forme lAÔMou /iA6jVIoumême/iA6[i.; 
la formule précédente deviendra 

T 

X — Xo= f vnAe(i«rfi=(T — fo)v/iAÔ|i« 

ou encore, en observant que nh=^T — /oj 

X — xo = ev(jL«(T - ^0)', Y — Y» = ev|x«(T — fo)', 

Ces formules nous font connaître les différences qui existent 
entre les valeurs de X, Y, . . . , calculées en subdivisant et 
sans subdiviser l'intervalle T — ^o- 

Partageons maintenant l'intervalle T — ^0 en n^ parties 
égales, en partageant en n parties égales les intervalles t^ — ^09 
^2 — ^o • • • • T — tn^i et appelons X^, Y^, Z^, . . . les va- 
leurs de X, Y, Z, . . . correspondant à ce mode de division : 
la différence entre X et X^ sera une somme de n quantités de 

j ; elle sera donc elle-même de la forme 

-^ (T — ^o)^- Partageons l'intervalle T — f© en 'i' parties 
égales, en subdivisant en /i parties égales chacun des nouveaux 
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intervalles, et appelons X', Y', Z*, ... les nouvelles valeurs 
de X, Y, Z, . . . , la différence entre X^ elX' sera de la forme 



/i« 



(T — toYj et ainsi de suite ; on a donc 

X — Xo = ôv(x«(T-fo)*, 

X« — X = ev l^(T~-^o)*, 
n 



Xp — Xp-1 = ev -1^ (T — ^0)' 



et, en ajoutant^ 

Dans cette formule, la lettre 6 désigne des quantités diffé- 
rentes, mais toutes comprises entre — i et -i- i et bien déter- 
minées; la quantité écrite entre parenthèses est, pour /? = oo, 
une série convergente et, par suite, X^ a une limite pour/? ::= oo, 
ou, si Ton veut, X, Y, Z, ... ont des limites bien détermi- 
nées pour n=co, (Cauchy démontre que cette limite reste 
la même quelle que soit la manière dont on fait croître le 
nombre /i, mais ceci est inutile pour le but que nous nous 
proposons.) 

Supposons donc ai =^oo et calculons les dérivées des fonc- 
tions X, Y, . . . , données par les formules (6). On a 



th-At 

AX 



Xt-»-At 



la quantité placée sous le signe / diffère infiniment peu de 

y (X, Y, . . . , T) ; on peut donc poser, en appelant e un infini- 
ment petit, 

AX = AT[(p(X, Y, ...,T)-^ê] 



et 

AT 



^=ç(X,Y, ...,T)-i-e, 
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quel que soit n; donc, pour /i = oo et AT = o, 

donc : 

I® Les quantités X, Y, . . . , calculées comme il vient d'être 
expliqué, satisfont aux équations différentielles (o). 

2° Pour T = tofil est évident qu'elles se réduisent à Xqj 
yoy Zq, ... respectivement : notre théorème est donc dé- 
montré. 

Le théorème précédent établit l'existence d'w/ie solu- 
tion des équations (o) se réduisant pour t = Cq k x = Xo', 
y =yoj • • • j mais il n'établit en aucune façon que cette so- 
lution est unique : ce point reste donc à éclaircir. 

Il n'établit l'existence de la solution qu'autant que dans le 
domaine Lies fonctions cp, 'y^, 4*» • • • ^^ leurs dérivées restent 
finies et continues; donc, si, en se donnant un domaine L, 
quelque petits que soient A, a, fc, c, . . . , les fonctions ^, '^, 
^, ... ou leurs dérivées pouvaient y devenir infinies, ou 
indéterminées, ou discontinues, la solution que nous avons 
trouvée pourrait disparaître. Je dis pourrait, parce que, 
dans bien des cas, l'expérience a démontré' qu'il existe une 
solution telle que pour ^ = ^o ^^ ait x = Xq, y =yo> • • • > 
bien que le domaine L dont nous avons parlé n'existe pas. 

La démonstration que nous venons de donner est au fond 
celle de Gauchy simplifiée dans quelques-unes de ses parties. 

IIL — Continuité des solutions. 

Supposons maintenant que les fonctions <p, y, <j>, . . . con- 
tiennent un paramètre a : je dis que les solutions des équa- 
tions 

dx dy dz . 

dont nous avons démontré l'existence, et qui pour ^ = ^o se 
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réduiseDt à Xq, j^o> ^o? • • • ) sont continues par rapport à ûl. 
En effet, faisons varier a de la quantité gj et appelons (p', y', 

t/, . . . les dérivées -^y ^> —> * "l ^i^ Jiy ^i^ • • • croîtront 

de A| , A*! , /| , ... ; X2f y^y z^^ . . . croîtront de A^, k^^ Z^, . . • , 
et même, pour plus de généralité, si l'on suppose x^^ y^^ . . • 
fonctions de a, on pourra supposer que ces quantités elles- 
mêmes varient de Ao) ^09 ht • • • ; on aura 

•• 
a?! -+- Al = a?o -T- Ao -+- / ç(^o-+-Ao, ,..,t)dtf 






r 1 + ^1 = ^"0 -+- A'o -4- . . . , 



et par suite 



-*-^®'(-2^o-+-^Ao> ..., a-+-0^, t)]dty 
^1= , 

En appelant alors M une quantité plus grande que (pi, <pa, . . . , 

?'' X*» 7.2' • ' • > y/f • • • ) dans le domaine L, aucune d'elles 
n'étant supposée infinie, en appelant de plus Ho une quantité 
supérieure à la plus grande des quantités ^, Ao, A*o, . • • , prise 
en valeur absolue, H| une quantité plus grande que la plus 
grande des quantités g, A|, kt, . . ., prise en valeur abso- 
lue, etc., on aura 

Hi = 6[Ho -+-(«, — ro)M(v -4- i)Ho] 
ou, en posant t = ^j — 1^= t^ — ^1 = . . . , 

Hi=OHo[i-f-TM(v -+-!)]; 



lO CHAPITRE I. 

de même 



et, par suite, 
ou 



H,= eH,[i-+-TM(vH-i)], 



H^=6Ho[h-tM(v-4-i)]« 



ou enfin 

Si donc g est infiniment petit, Hq le sera, par suite H/i le 
sera aussi, et il eu sera de même de A/i, /r^,, /„, ... et de 
leurs limites, ce qui prouve bien la continuité des fonctions 
^^ V'i ^y • • • > psir rapport à a et en particulier par rapport à 

•^o> ^0? ^^t • • • • 

Maintenant supposons que, a variant de la quantité g^ on 
représente les accroissements de x^y^ z^ ... par od g^y g^ 
z^ g^ . . ., les équations (i) deviendront 

-^- = çp(a7-H^a7, ..., ^)> 



• • • » 



équations qui, combinées avec (i), donnent 

-^ ^^{x-^gx\ ..., 0— ?(^, ..., Oi 

ou bien 

dx* , , , 



(0, w, . . • désignant des fonctions finies de x^ j', . . ., ^, 
y , . . . , a, ^. Supposons maintenant dans ces équations (2) 
X, y^ Zy ... fonctions de t données par les formules (i) : ces 
équations définissent un système de valeurs de x\y\ ^', . . . , 
devenant x\^ y\y . . . pour t = to (et un seul comme on le 
verra plus loin), dans un domaine convenablement choisi. 
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Ces valeurs sont continues par rapport au paramètre ^; donc, 
quand g tend vers o, les solutions tendent vers celles du 
sjstème 



cela revient à dire que, pour g=zOy les quantités x\ y ^ . . . , 
ont des limites et que, par suite : 

Les solutions des équations (i) ont des déris^ées par rap- 
port à a et y en particulier y par rapport à Xq, yo, Zq^ .... 



IV. — Propriétés des solutions d'un système d'équations 
différentielles du premier ordre. 

Nous venons de démontrer que le système de v équations 
, . dx dy dz , 

O, 7j ^j • • • désignant v fonctions de x, j^, 5, . . . , ^, admet- 
tait une solution renfermant v constantes arbitraires qui sont 
les valeurs de x^y^ >s, . . . , pour t=i t^^t^ désignant une valeur 
arbitraire de t. 

Toute solution des équations (i) renfermant v constantes 
arbitraires distinctes s'appelle une intégrale générale du 
système (i) ou une solution générale de ce système. 

V constantes sont considérées comme distinctes quand on 
peut les choisir de telle sorte que, pour f = t^y les fonctions 
^j yi ^f • • • reçoivent des valeurs données arbitrairement; 
ainsi les v constantes qui entrent dans une intégrale générale 
doivent être telles qu'on puisse les choisir de telle sorte que, 
pour t = tQ, Xf yt z, ... prennent des valeurs doanées à 
l'avance Xo^yo, Zq^, .... 

Soit 
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un système (Inéquations contenant les v constantes arbitraires 
a^, éZa, . . . , Ov; pour que ces constantes soient distinctes, il 
faut qu'en y faisant f = /q, a: = Xq, y =^o» • • • on puisse 
résoudre ces équations par rapport à «i, a2, . . ., Ov; il faut 
et il suffit donc, pour que les constantes en question soient 
distinctes, que Ton n'ait pas (t. I, p. 167) 

<?(n,, n, Dv) 

«'(«1» <»j, . .., av) 

Ceci posé, supposons que l'on résolve les équations (2) 
par rapport à ai, a^, ... ; on obtiendra des résultats de la 
forme 

GT|, GT2) • • • désignant des fonctions de x^y^z, . . ., t. Cha- 
cune de ces équations (3) est alors ce que l'on appelle une 
intégrale de système (i) et, en général, toute équation en x^ 
y, z^ • • • 7 ^9 renfermant une constante arbitraire, conséquence 
de (i), et concourant à former la solution générale, est ce que 
l'on appelle une intégrale. 

Théorème I. — Siy entre les équations (2) qui forment 
une intégrale générale du système (i) et leurs dérivées 
relatives à t, on élimine at^aa^ . . . , a^y on trouve les équa- 
tions (i) ou un système équivalent, c'est-à-dire fournissant 

les mêmes valeurs de -tt} -4^ y • • • en x^y^ z^ . . . , t. 

En effet, par hypothèse, si l'on ùve x^ y^ z, ... de (2) 
pour porter leurs valeurs dans (i), celles-ci deviennent des 
identités, c'est-à-dire sont satisfaites, quel que soit t^ et 
aussi quels que soient ai, a2, ••.9 a^^] cela revient à dire 

que, si l'on différentie les équations (2), afin d'en tirer -^j 
^, . . . , ce qui donne des équations que j'appellerai (E), et 
si de (E)et de (2) on lire ^1 Yt • • - ^^~j:^ ^^ '"^ pour les 
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porter dans (i), celles-ci deviennent identiques; les équa- 
tions (i) sont donc des conséquences nécessaires des équa- 
tions (2) et (E) ne contenant plus ai, a^, • . • , ct^] par défi- 
nition même, ce sont les résultats de Télimination de a entre 
les équations (2) et leurs dérivées. c. q. f. d. 

Corollaire. — Si l'on se donne v équations entre x^ y^ 
5, ..., t renfermant v constantes arbitraires et si l'on 
élimine les constantes entre les équations données et leurs 
dérivées relatii^es à t^ en considérant x^ y, . . . , comme 
des fonctions de t^ on obtiendra des équations différen- 
tielles qui auront pour intégrale générale le système des 
équations proposées. 

Les équations différentielles ainsi obtenues seront en effet 
des conséquences nécessaires des équations proposées, c^est- 
à-dire seront satisfaites pour les valeurs de x, ^, ^, . . . tirées 
de ces équations. 

Théorème II. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que 

(4) nT = a, 

^ désignant une fonction de œ,y, Zf . . . , t et a une con- 
stante arbitraire, soit une intégrale du système (i) est que 
l'on ait identiquement, c^est-à-dire quels que soient x^y^ 
**i • • • j 'j 

.. àuf dts dis âw , 

15} -HT -*- 3- ?-i- 3- 7 + T" Y^-•••=0• 

En effet, dire que (4) est une intégrale de (1), c'est dire qu'il 
existe v — i autres équations 

^1) ^2) • • • désignant des fonctions de x^y^z^ , . .^ t et at, 
^2; • . . des constantes arbitraires, formant avec (4) une inté- 
grale générale de(i). 
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Si Ton différentie les équations (4)f (6), ce qui donne 

dw àia flx dw dy 

ai '^li 'di'^'dy dê'^'"^^' 

( 7 ) { àfBt dw* dx â^% dy 



Ot dx dt dy dt 

et si de (4), (6), (7) on tire x^y, . . ., ^> -^j ••• pour les 

porter dans (i), ces formules deviennent identiques, c'est- 
à-dire ont lieu quel que soit t et aussi quels que soient a^ 
«2» ... ; en d^autres termes, si entre (4), (6), (7), (i) on éli- 
mine x^y^ . . . , , > ^ s • • • > on obtient des identités. Élimi- 

nous d'abord -rr» -77, •••: nous aurons 

dt dt 

dis dw drs 



dt dx ' dy '- ' 



(0) \ dm\ drsy dm\ 



dt dx ' dy ^ ' 



Ces formules doivent devenir des identités en y remplaçant 
x^ y, ... par leurs valeurs tirées de (4) et (6); mais, suppo- 
sant celte substitution faite, elles ont lieu quelles que soient 
d'ailleurs les valeurs attribuées k a^ a^^ a2j • . • • Or on peut 
choisir a, «i, aj, ... de telle sorte que x^ y^ z,, ... aient 
des valeurs données arbitraires^ les formules précédentes (8) 
ont donc lieu pour des valeurs arbitraires àe Xj y^ ... ; ce 
sont donc des identités, même avant la substitution à x, 
^, . . . de leurs valeurs tirées de (4) et (6); donc, en parti- 
culier, la formule (5) est bien une identité. 

Réciproquement, si ta formule (5) est une identité, la for- 
mule 

drs dtn dx dxa dy 

<9) Tt ^ di dï -^-dPdi^-- = °' 

que l'on obtient en y remplaçant (p, y, ... par leurs valeurs 
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tirées de (i), sera une conséquence de (i) : elle pourra même 
remplacer Tune des équations (i); or cette formule (9) peut 



s'écrire 



dm = ou w = const. 



On en conclut que ra = const., outs = a est une conséquence 
de (i) et concourt à former son intégrale générale : c'est donc 
une intégrale de (i). 

Corollaire. — Les résultats précédents peuvent s'énoncer 
d'une manière un peu différente. Dire que (5) est une iden- 
tité, c'est dire que w est une intégrale de l'équation en u aux 
dérivées partielles 

.V du du du 

On peut donc dire que : 

La condition nécessaire et suffisante pour que xs == const. 
soit une ihtégrale rfe (i), c^est que m soit une intégrale de 
V équation (10) aux dérivées partielles. 

Remarque. — Les constantes a, ai , ... sur lesquelles 
nous avons raisonné doivent être arbitraires; ainsi 13 = o, par 
exemple, pourrait être une solution de (i), plus exactement 
pourrait concourir à former une solution de (i), sans que m 
fût solution de l'équation (10); nos raisonnements supposent 
essentiellement que la constante a peut être choisie égale à 
tel nombre que l'on voudra, sans que ro = a cesse d'être une 
intégrale de(i). 



V. — Classification des solutions des équations différentielles. 

Théorème L — Un système de v équations différentielles 
du premier ordre 

/,v dx dy dz , 

n'a qu'une seule intégrale générale. 
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En d'autres termes, il n^existe qu'une solution de ces équa- 
tions renfermant y constantes, pouvant être choisies de telle 
sorte que, pour t = toy x, y^ z^ ... prennent des valeurs 

données ^0)^0 9 '^oi •<•• 

Considérons en effet une solution renfermant v constantes 
distinctes ai, a^, .. ., Ov, cette solution se présentera sous 
la forme 

(2) ni = o, IIi = o, ..., IIv=o, 

IIi, II2, . . • désignant des fonctions àe x^y^ 5, . . ., /, «i, 
a29 • • • ) Om» Or, quelle que soit une solution du système (i), 
on peut toujours la présenter sous la forme (a), a, , aa, . . . , Oy 
ne désignant plus des constantes, mais bien cette fois des 
fonctions convenables de t\ pour déterminer ces fonctions, il 
suffit, après avoir remplacé, dans (2), x^ y, z, ... par leurs 
valeurs en fonction de t, de résoudre les équations (2) par 
rapport à ai, aa, • • • ^ ^v 

Différentions les formules (2) et représentons par la nota- 
tion --T7 la quantité 

du an dx du dy 



dt dx dt dy dt 
nous obtiendrons les formules suivantes : 

dVL\ d\\.x da\ d\ï\ da^ _ 

dt àai dt ôUi dt " ' 

(3) \ dîli àUi da\ àXi^ da^ _ 

dt àui dt doj dt • • • — » 

Pour que les formules (2) constituent une intégrale du sys- 

dx d'^ 

tème (i), il faut que les valeurs de x^y, z, . . . , -^, ^» . • . , 

tirées de (2) et (3), satisfassent à (i); or les valeurs de ces 
quantités tirées de (2) et de 

dUi dût dn^ 
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rendent les équations (i) identiques, c'est-à-dire que ces 
équations ont lieu, quels que soient les a et, par conséquent, 
quelles que soient les fonctions de t par lesquelles on rem- 
place les a. Il en résulte que, réciproquement, si l'on remplace 

dans les formules (4) ^ > ";77> * • • P^^ ?» X' ' • • ^^ ^j ^j • • • 

par leur valeurs tirées de (i) et (2), elles deviennent iden- 
tiques; les formules (3), quand on y suppose x, y^ ... rem- 
placées par leurs valeurs tirées de (i) et (2), deviendront 
également identiques, en sorte que l'on a 



(5) 



/ ^IIi dax dUi da^ 

, j . . . " 

êa\ dt dui dt 


"^ âa„ dt ^' 


dU^ dai ^ dUs, da^ 
dtti dt dai dt 


■.••«....*......^ 

«^lïv doy 
dUy dt 



telles sont les équations qui détermineront at, a2, • • ., ay. 
On en tire, en général, 

dcti dcif dci"^ 

ce qui donne ai = const., 02 == const., ... et l'on retombe 
sur la solution générale d'où l'on était parti; mais on peut 
encore satisfaire aux équations (5) en supposant 

o{aij as, . .., av) 

Cette équation détermine l'une des quantités a en fonction 
des V — I autres : les équations (5) se réduisent à v — 1 
distinctes; elles sont différentielles et du premier ordre et 
font connaître avec (6) les" quantités Ui, a^, ..., a^. On 
peut encore satisfaire aux équations (5) en annulant non plus 
seulement leur déterminant, mais ses mineurs, ce qui revient 
à annuler deux de ses mineurs ; on a alors deux équations qui, 
jointes aux v — 2 auxquelles se réduisent les équations (5), 

L. — Traité d'Analyse, V. 2 
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feront encore connaître les valeurs de «i, «2? . • , et ainsi 
de suite : 

1° Supposons que le système (i) se réduise à une seule 
équation, et son intégrale générale à ni = o, contenant la 
constante a, il pourra exister en outre la solution II| = o dans 

laquelle a sera tiré de l'équation — - = o, à laquelle, dans ce 

cas, se réduit le système (5), si cette équation -— = o a une 

solution. Le système (i) réduit à une équation unique n'aura 
donc qu'une solution renfermant une constante arbitraire, en 
un mot, qu'une solution générale. 

2® Supposons le système (i) composé de deux équations : 
soient n, = o, 1X2 = sa solution générale., renfermant les 
constantes a\ et a2 ; il pourra avoir une autre solution donnée 
par les formules 



d(ai, a,) 



= 0, 



dai dt ôUi dt 
OU par les formules 

dUt _ dUf _ 

En aucun cas, ces solutions, fournies au plus par une équation 
différentielle, ne pourront renfermer plus d'une constante 
arbitraire. 

3® Si le système (1) renferme trois équations, outre la so- 
lution générale, il pourra en exister d'autres, données au 
plus par deux équations différentielles et ne pouvant pas par 
suite contenir plus de deux constantes arbitraires, et ainsi de 
suite. 

Donc, enGn, un système de v équations du premier ordre 
ne peut avoir plus d'une intégrale contenant v constantes ar- 
bitraires, c. Q. F. D. 

Mais la démonstration précédente met en évidence une 
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foule d^autres solutions qui ne rentrent pas dans Tintégrale 
générale, c'est-à-dire que l'on ne peut pas en déduire en don- 
nant aux constantes des valeurs numériques particulières : on 
appelle ces solutions intégrales singulières, en réservant le 
nom à! intégrales particulières ( * ) à celles que l'on déduit de 
rintégrale générale en attribuant des valeurs numériques 
déterminées aux constantes arbitraires qu'elle contient. 

VI. — Des solutions singulières. 

En résumé, nous venons de voir que le système des v 
équations difTérentielles du premier ordre 

, - dx dy dz , 

avait : 

i^ Une solution, son intégrale générale, composée de v 
équations 

(2) ni=o, 112 = 0, ..., nv=o, 

renfermant V constantes arbitraires distinctes, ai, aa, . • . , av ; 
2^ une solution singulière donnée par l'équation 

(3) R = o, 
et V — I des équations 



dXl\ d<i\ dJIf d<Xy 



(4) 



dui dt dov dt 

dUy, dax c^Uv da>, 



-JT =0, 



= 0, 



da\ dt dcUf dt 

où Xy y, ... sont censés remplacés par leurs valeurs tirées 



(*) Quelques auteurs désignent sous le nom de solutions particulières 
celles que nous appelons singulières. 
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de (2) et OÙ R désigne le déterminant 

d(TIu Hî, .... Hv) 

■ ■■■■ — ■ ■ ■ ■ ■ ■ • 

d(ai, aj, . .., Ov) 

Cette solution pourra ne pas exister : c'est ce qui arriverait si 
le système (3), (4) présentait quelque incompatibilité. 

3° Une solution singulière donnée par deux des équations 

ôR dR 

= O. -rr =0, ... 



^ dU ' ^ OUI 

O - — O 3 — 

OUi Oui 

* 

et par v — a des équations (4); cette solution pourra de 
même ne pas exister, et ainsi de suite. 

Toutes ces solutions pourront ne pas exister : ainsi, 
par exemple, si R = o était une équation absurde, telle 
que I == o par exemple, il n'y aurait pas de solution singu- 
lière. En aucun cas, les solutions singulières ne seront en 
nombre infini, car R ne peut être identiquement nul, sans 
quoi les constantes a^ as, • . . , ay ne seraient pas distinctes 

(p. 12). 

Indépendamment de ces solutions singulières que Ton 
peut déduire de l'intégrale générale et que nous appellerons, 
pour abréger, solutions de première espèce, il peut exister 
une seconde espèce de solutions singulières, et, en effet, 
nous avons admis tacitement dans nos raisonnements que 
les fonctions cp, ^, <];,... et leurs dérivées étaient finies, 
continues et bien déterminées quand on supposait t=.t^^ 
x=^ Xf^n^y =^yQy .... Quand ces hypothèses ne se trouvent 
pas vérifiées, nos raisonnements sont en défaut et les con- 
clusions que nous en avons tirées peuvent être inexactes. 
L'expérience prouve effectivement que l'on peut trouver des 
solutions singulières en écrivant que <p, y, J^, ... ou leurs 
dérivées relatives k x, y^ z, ... sont infinies ou indéter- 
minées. 

Enfin nous avons supposé les équations différentielles pro- 
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dx 

di 



posées résolues (théoriquement au moins) par rapport à -j--> 



-4:1 •••; si elles ne pouvaient pas fournir des valeurs bien 

déterminées pour ces quantités, nos conclusions tomberaient 
en défaut. 

Remarque, — Lorsque Tintégrale générale se présente 
sous la forme 

les fonctions TS4, js^^ ... ne renfermant chacune qu^une seule 
constante arbitraire, les solutions singulières prennent une 
forme simple à remarquer. Si, par exemple, js^ ne contient que 

a,, si W2 ne contient que ao, ... le déterminant -r- — ^~ — *' '", 

. ^ c)(ai,aj, ...) 

se réduit au produit 

àa\ ùa\ dun 

de sorte que Ton peut obtenir des solutions singulières en 
lirant quelques-unes des quantités ^i, ^2, ... ou toutes ces 
quantités des équations 

- — = O, =0, 

àai oat 

Lelbnitz en 1694, Taylor en 1715, et surtout Clairaut 
[Mémoires de V Académie des Sciences y 1734) paraissent 
être les premiers qui aient remarqué les solutions singulières. 
Euler s'est occupé à plusieurs reprises de la question des 
solutions singulières {Exposition de quelques paradoxes 
de Calcul intégral, Acad. de Berlin, i^Sô. — Mechanica, 
t. II, art. 268, 303, 335. — i" Vol. de Calcul intégral). 
Laplace, en 1772, a inséré un Mémoire dans le Recueil de 
I Académie des Sciences, Sur les solutions particulières 
des équations différentielles. — Condorcet, Mémoires de 
^mn, t. IV. 
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Lagrange est un de ceux qui ont le plus approfondi la 
théorie des solutions singulières (voir ses Œui^res com- 
plètes). 

Citons encore un Mémoire de Poisson {Journal de V Ecole 
Polytechnique, t. XIII), de M. Catalan {Comptes rendus^ 
t. LXI, 1870), de M. Darboux {ibid,, 1870; reproduit 
dans le Bulletin en 1873), de M, J.-A. Serret {Journal 
de Liouville, i" série, t. XVIII). 

Mais la théorie exacte et complète des solutions singulières 
ne pouvait être solidement établie qu'à la suite d^une 
démonstration rigoureuse de Texistence des intégrales des 
équations différentielles ; la théorie des solutions singulières 
devait résulter de la discussion de cette démonstration, et 
l'on peut dire que c'est à Cauchy que l'on doit la véritable 
théorie des solutions singulières; on n'a ajouté que fort peu 
de chose à ce que l'illustre auteur a fait connaître sur cette 
matière. (Voir le Calcul différentiel et intégral de l'abbé 
Moigno, où sont résumés les travaux de Cauchy.) 



VII. — Recherche directe des solntions singulières. 

Pour trouver les intégrales singulières de première espèce, 
nous sommes parti d'une intégrale générale 

(l) lit— O, 02 = 0, ..., IIv = o, 

et nous y avons remplacé ai, a2, • • •, <^v par des fonctions 
telles que les valeurs de ^, j% ... tirées de (i) satisfaisaient 
encore aux équations différentielles à intégrer. Or on peut 
choisir a^^ «2, . • . constants et tels que, pour t = ^0? l'«37, l'y, 
le >s, ... de l'intégrale générale soient les mêmes que l'a;, l'y, 

le 2, . . . d'une intégrale singulière; mais alors, en calculant -, - j 

-^, ... au moyen des formules (i), soit en y regardant les a 
comme des constantes, soit en les regardant comme des va- 
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riables, ils auront les mêmes valeurs, puisque l^on a 

da\ dt àa^ dt 
pour la solution singulière aussi bien que pour la solution 
générale, et que -7-» -~> ••• seront dans l'un et l'autre cas 
doonés par les formules (i) et 

dMx _ ^1 _ ^llv _ 

où les a et les x^ y^ z, . . . , t ont les mêmes valeurs numé- 
riques ; il en résulte que : 

Une intégrale singulière de première espèce a les mêmes 

dx dv dz 

"dt* "di^ Ift' '" ^^^ l'intégrale générale avec laquelle elle 
coïncide. 

De là un moyen de se procurer les intégrales singulières 
de première espèce, sans qu'il soit besoin de connaître l'inté- 
grale générale. Elles se composeront des valeurs de jp, y, ;;,... 

pour lesquelles -^> ■—-> —.y • • • seront susceptibles de deux 

systèmes de valeurs égales ; en d'autres termes, les équations 

différentielles qui donnent —r>-i-> •• devront avoir une 

* dt dt 

solution double. Soient 

(2) Fi == o, Fj = o, ..., Fv = o 

ces équations, Ff , F^, . • . désignant des fonctions de x^y^ 
z^ , . .^ t, x'= ~^i y=: ~y ... ; Yxy l'j', ... de la solution 
singulière satisferont à l'équation 

Celte équation permettra d'éliminer une des quantités x\ y', 
y, . . .. On n'aura plus alors qu'à intégrer un système à v équa- 
tions dont V — I seulement seront différentielles : la solution 
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singulière renfermera alors v — i constantes arbitraires. On 
peut trouver les autres solutions singulières d'une façon ana- 
logue : pour trouver celle qui renferme v — 2 constantes, on 

égalera à zéro non seulement le déterminant -tt-t — )^-^'~- > 

mais ses mineurs, ce qui fera deux, équations distinctes; on 
s'en servira pour éliminer de (2) x' et y' par exemple; 
l'intégration des équations résultantes fournira la solution 
demandée si elle existe, bien entendu. 

Remarque. — La méthode que nous venons d'indiquer con- 
duit aux solutions singulières de première espèce quand elles 
existent; mais il sera indispensable de vérifier que les résul- 
tats trouvés par cette méthode fournissent bien des intégrales 
de l'équation proposée : j'ajoute môme que, le plus souvent, 
lors même qu'il existera des solutions singulières, la méthode 
fournira des solutions étrangères. 

Et en effet, en écrivant que le système (2) admet une 
solution multiple, nous exprimons qu'il existe deux solutions 
du système ( 2 ) présentant les mêmes x'^ y\ z', . . ; l'ensemble 
des valeurs dex, y, z, . . . , pour lesquelles cette circonstance 
se présente, peut fort bien ne pas satisfaire aux équations (2). 
et en effet nous avons seulement remarqué que la solution 
singulière de première espèce était telle que ses x'^y^ z\ ... 
étaient les mêmes que celle de l'intégrale générale avec 
laquelle elle coïncide ; mais la réciproque n'a pas lieu néces- 
sairement : nous le vérifierons sur des exemples- 



VIII. — Interprétation géométrique ponr le cas 

d'une seule équation. 

■ 

Considérons une seule équation différentielle 

Soit 

Ca) V{x, y,a) — o 
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son intéfp'ale générale; elle représente, quand on y consi- 
dère X ei y comme les coordonnées d'un point, Téquation 
d'une famille de courbes dont le paramètre a est la constante 
d'intégration, (i) est alors V équation différentielle de cette 
famille de courbes. 

Reprenons la théorie des solutions singulières dans le cas 
particulier qui nous occupe. 

Supposons que a, au lieu de désigner une constante, repré- 
sente une fonction de a: (ou àe y)\ pour que l'équation (2) 
fournisse encore une intégrale de (i), il faudra que les valeurs 

de^ et de -j- tirées de (2) rendent (1) identique, c'est-à-dire 

y satisfassent quel que soit x. Or -^ se calculera en différen- 
tianl (2), ce qui donne 

( 3 ) ^i— dx -t- -7- €fv -4- -. - aa = o. 

dx ay ^ oa 

Si l'on détermine alors a par l'équation 

dF 



(4) 








da 


= 0, 




l'équation 


(3) 


se 


réduira 


a 






(5i 






dF 
dx 


dx-^- 


dy^y- 


0, 



comme dans le cas où a est constant; si alors on remplace 

dans(i)^ ^^-^ par leurs valeurs tirées de (2) et (5), cette 

équation, étant satisfaite quelle que soit la constante a, sera 
encore satisfaite quand a sera fonction de x tirée de (4), 
puisqu'en définitive elle ne contient pas a. Ainsi (2) sera 
encore une solution de (i), si a, au Heu d'être constante, est 
fonction àe x tl y tirés de (4). Cela revient à dire que la 

dF 

résultante des équations F = o, — = o est une solution sin- 
gulière de (i). Cette solution singulière représente l'enveloppe 
des courbes (2). Ainsi : 

La solution singulière de première espèce d^une équa- 
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tion différentielle unique du premier ordre représente 
V enveloppe des courbes représentées par V intégrale géné- 
rale. 

Cette conclusion est soumise à des restrictions : i^ si les 
équations (2) et (4) sont incompatibles, il n'y a ni enveloppe <» 
ni solution singulière. 

2° Si l'équation (3) et l'équation (5) sont illusoires, elles 
ne fournissent pas, pour la valeur de a tirée de (4), de valeur 

pour -^ > parce que l'on â 

il n'y a pas de raison alors pour que la résultante de(2)et(4) 
fournisse une solution de (i) [il pourra se faire dans quelques 
cas que cette résultante soit encore une solution, et il faudra 
dans chaque cas particulier examiner directement ce qui a 
lieu]; la résultante de (2) et de (4) représente encore un lieu 
d^ intersections successives des courbes (2), mais non plus 
une enveloppe proprement dite, en ce sens que cette courbe 
ne touche plus nécessairement les courbes intégrales. Les 
équations (6) ayant lieu, le point (x, y) sera sur la courbe qui 
représente l'intégrale générale un point singulier, en sorte 

qu'en éliminant a entre F = o et -7- = o, on obtiendra le lieu 

des points singuliers de la famille de courbes représentées 
par l'intégrale générale F = o; mais il semble que ce soit là 
une circonstance exceptionnelle et que la résultante de 

F = o et -r- = o donne généralement une solution singulière 

représentant l'enveloppe des courbes F =r o. 

D'un autre côté, on pourra trouver la solution singulière 
si elle existe, en éliminant y entre l'équation (i) et sa 

dérivée ~.~, = o, qui exprime que l'équation /= o fournit 

dem. valeurs égales de y* 

Mais, pour que la solution singulière existe, il faudra que 
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la valeur de y tirée de la résultante de /= o et de j^, = o 

satisfasse à l'équation (i) et qu'alors on ait identiquement, 
c'est-à-dire, quel que soit x, quand jk sera déduit de la résul- 
tante de /= 0,^ = 0, 

/(^» 7, y) = o. 

Or de l'équation 

on va tîrer^= ?(^>^) ^^ ^^i résultante de celte équation et 
de/'= o sera 

Tirons-en^; à cet effet, diCFérentions-la, nous aurons 

Mais ^ est nul, car il est égal à ~> j/^ désignant précisément 

ici la fonction <p ; on doit donc avoir pour Vy de la solution 

singulière 

àf àf , 

ainsi 1'^ et l'y' de la solution singulière devront satisfaire aux 
trois équations 

/ X ^ àf àf ,df 

L'une de ces équations devra donc rentrer dans les deux 
autres : tout porte à croire que cela n'aura pas généralement 
lieu. Ainsi, d'après cette petite discussion, il semble qu'en 

df 

écrivant -r~ = o on exprime que la courbe intégrale a deux 

tangentes confondues, c'est-à-dire un rebrou ssement, et qu'en 
éliminant j^ on trouve le lieu de ce rebroussement et non pas 
une solution singulière. 

Ce résultat parait en contradiction avec celui que nous 
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avons trouvé tout à l'heure, qui nous porte à croire que la 
solution singulière existe presque toujours, et, d'ailleurs, il 
semble étonnant que les courbes intégrales présentent ordi- 
nairement toutes des rebroussements, et Ton serait presque 
tenté de croire qu'effectivement les équations (7) se réduisent 
à deux distinctes. 

C'est Clebsch qui a expliqué ce paradoxe, en faisant ob- 
server que, étant donnée Téqualion intégrale F( J7,y, a) = o, 
l'équation différentielle obtenue en éliminant a entre F = o 

et -7- = o n'avait pas toute sa généralité quand F(:c,y, a) 

était quelconque; et qu'en donnant au contraire ^/{^yy^y) 
toute sa généralité, a n'entrait pas d'une façon arbitraire 
dans F. II Y a là un phénomène analogue à celui qui se pré- 
sente dans la théorie des figures corrélatives. La figure cor- 
rélative de la figure la plus générale de son ordre n'est pas la 
plus générale de sa classe, et vice versa. 

Ainsi notre paradoxe s'expliquera, en admettant que les 
formes les plus générales de F et /ne se correspondent pas. 

M. Darboux avait essayé d'expliquer ce paradoxe en admet- 
tant que toutes les équations différentielles n'avaient pas 
nécessairement une intégrale de la forme F( j?, y^ a) = o, 
F désignant une fonction bien déterminée, et que celles qui 
n'admettaient pas de solution singulière n'avaient pas la 
forme en question : l'explication de M. Clebsch nous paraît 
être la vraie. 

Cherchons le lieu des points d'inflexion des courbes inté- 
grales, c'est-à-dire le lieu des points où -j^ == -^ = o. A cet 

dv' 
effet, différentions (i) et posons ~- = o, nous aurons 



On voit donc que, si ce lieu coïncide avec le lieu des points 
pour lesquels -— , = o, les équations (5) auront lieu en même 
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temps, et la solution singulière exislera. On conçoit, en effet, 
que, quand sur une courbe variable de forme un point d'in- 
flexion vient se confondre avec un rebroussement, inflexion 
et rcbroussemenls disparaissent pour faire place à un point 
ordinaire. 

Remarque. — Nous avons fait observer (p. 24) que la 
méthode donnt*e pour la recherche directe des intégrales sin- 
gulières conduisait souvent à des solutions étrangères ; les 
considérations géométriques rendent compte de ce fait; en 
efiel, la résultante des équations 

f('r,y,y) = o el J^="« 

fera connaître, outre l'enveloppe des courbes intégrales de 
f=. o si elle existe, le lieu des points où deux courbes inté- 
^i*ales se touchent {voir V Exercice 9, à la fin du Chapitre). 



IX. — Reconnaître si une solution est particnlière ou singulière. 

Etant donnée une solution d'une ou plusieurs équations 
diflérenticlles, ne renfermant pas autant de constantes qu'il 
doit en entrer dans la solution générale, il y a lieu de se de- 
mander si cette intégrale est singulière ou particulière. 

Lorsque Ton connaît Tinlégrale générale, la solution de 
cette question est facile : considérons, en effet, les v é(|uatîons 
différentielles 

dj' ffy 

et soient, r/,, ^/o, ... désignant les constantes d'intégration, 



• • • 



les équations qui forment l'intégrale générale. Si une équa 
lion 

( 3 » M — (1. 

L. - Traitt' d'Antityse, V. 
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entre :jo, y^ 3, ..., ^, est susceptible de faire partie d'une 
solution particulière, il faudra que les valeurs de x^ y, ... 
tirées de (2) et portées dans (3) rendent celle-ci identique 
pour certaines valeurs de «i, tioj •••^ c'est-à-dire y satisfas- 
sent quel que soit t. Donc, si l'on élimine x^y^ z, ,., entre 
(2) et (3), t devra disparaître de la résultante, pour certaines 
valeurs de «i , a^, .... Telle est la condition pour que E = o 
fasse partie d'un groupe d'équations constituant une solution 
particulière et non singulière. 

La question est beaucoup plus difficile a trancher quand 
on ne connaît pas l'intégrale générale du système (1). Voici 
quelques généralités à cet égard. 

D'abord, si une équation donnée E= o renferme une con- 
stante arbitraire a, on la résoudra par rapport à cette con- 
stante a et on la mettra sous la forme 

w = a; 

si alors u = % est susceptible de faire partie de Tintégrale 
générale, nous avons \u que l'on devait avoir identiquement 



t)u ()u 
Ot ^ tir 


t)u 
-h / -— -^ . . . — 

* 


d'ailleurs 




Ot ^ i)t ()JL ' 


Ou OE OE 
f).r ôjr OoL 



on pourra remplacer celle idenlilé par l'équation 

t)K f)i: OE 

Of O.r ' Or '■ 

qui devra devenir identique par l'élimination de a au moyen 
de E = o, si E = o peut concourir à former l'intégrale géné- 
rale. Si cela n'a pas lieu, E = o fait partie d'une solution par- 
ticulière ou d'une solution singulière. 

Considérons maintenant une intégrale avec ou sans con- 
stante arbitraire, et supposons que l'on en ail tiré les valeurs 
de x,^, 3, . . ., sous la forme 
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supposons que les équations (2) résolues par rapport à 
■^ï y^ ' • • donnent 

(5) ar = A(ai,aj, ...,0» J' = M(ai, . . ., «), 

Posons 

^ -V ?^ ~ ..' ^'^ - A' 



... I 



nous lirerons de (4) et (5) les valeurs de -^ ? -^> • • •> et nous 

les porterons dans (i). Ces équations devant être satisfaites, 
on aura 

A'-^©(A,M, ...,0, M'=x(A,M, ...,0, 

et par suite, par soustraction, 

A' — X'= «?(A, M, ...,0 — ?(X, K^, .-M <), 
ou 

A' — X' _ o(A, M, ...,<) — <p(X, |x, ...,<) 



. • . ) 



et, en intégrant de fo à ^, 



(6) 



,^^ A(0-X(0 _ /'^ ?(A /)-?(X o ^^ 

''^^A(ro)-X(;o)"J,. Â^X ^'•••• 



Maintenant on peut disposer des constantes ai, a^^ ... de 
telle sorte que A(^o) = ^(^o); si la dérivée de <p()^, . . ., t) 
relative à \ pour f = ^0 n'est pas infinie, le second membre 
de la formule précédente sera fini. Il en sera de même du 
premier, ce qui exige. que, d'après la manière dont ont été 
choisies les constantes, on ait 

A(o=X(0; 

àojïc^ si les dérivées partielles ~> j^> ••• ne sont pas infi- 
nies y pour les valeurs de x^ y^ ... tirées de la solution 
donnée, celte solution ne sera pas singulière* 
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Supposons maintenant la quantité placée sous le signe / 

dans la formule (6) infinie pour t = toi on pourra supposer t 
très voisin de t^ ; il est clair alors que, si les intégrales définies 
singulières 

(7) J^^ -_-^ dt, ... 

sont nulles, les intégrales 



I 



'e>(A, ...)— <? (X, ...) , 

I3x '^'' •••• 



seront finies et l'on aura A(t)=z'k(^t) pour les valeurs des 
constantes, telles que A(^o) = ^^(^o)- Ainsi : 

Pour reconnaître si une intégrale est particulière ou 
singulière, il suffira de discuter les intégrales définies 
singulières, telles que (7). 

Cette méthode a été indiquée par Cauchy ( Moigno, Calcul 
différentiel et intégral)^ elle ne lève pas, comme Ton voit, 
toutes les difficultés; d'ailleurs ^, y, ... ont été supposés 
bien déterminés. 

Les recherches exposées dans ce paragraphe ne sont pas 
inutiles, car il arrive souvent qu'une solution trouvée par les 
procédés applicables à la recherche des solutions singulières 
est une intégrale particulière : cela arrive quand, dans une 
équation du premier ordre par exemple, les courbes inté- 
grales ont l'une d'elles pour enveloppe. 

X. — Cas où la variable est imaginaire. 

Pour démontrer l'existence des solutions du système 
. dx dy 

nous avons supposé x^y^ • . . , f, <p, y^, ... réels. Supposons 
maintenant que ces quantités soient imaginaires, et faisons 
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varier t le long d'un chemin ^oT bien déterminé. Pour cela, 
on fera 

/ = a -4- T / — 1 1 

7 et T désignant des fonctions convenablement choisies d'un 
paramètre 0, par exemple ; ^,y, • . . deviendront des fonctions 

^1 -r- ^2 )J — I î J^i -H jKa y/ — '> • • ^*^ ?? X» •*• des expres- 
sions de la forme cpi -f- Ça s/ — i ? '/j + X2 v' — ' > • • • > ^^ ^^^ 
équations (i) seront remplacées par 






Ces V équations se décomposeront en 2v équations différen- 
tielles par rapport aux 2V fonctions x^^ x^^ y\, y^'i • • • de 6 
admettant une solution se réduisant à x\^ x\^ y\y . . . pour 
6 = 8®, ce qui revient à dire que les équations (i) ont une 
solution se réduisant à ^r^^, j^oj • • • pour t=-to quand on fait 
suivre à la variable t un chemin bien déterminé. 

Lorsque la variable t se rend de ^0 à T par un chemin 
indéterminé, les valeurs de x^ y^ z^ ... peuvent être elles- 
mêmes indéterminées, comme nous l'avons déjà observé sur 
l'équation 

qui donne pour j: l'intégrale / /(^)<i^, dont la valeur dépend 

du contour d'intégration suivi pour aller de /© en f ; mais, pour 
un chemin donné, les équations (i) admettront en général des 
solutions bien déterminées. 

L'étude du cas où la variable passe par des valeurs ima- 
ginaires présente des difficultés particulières; toutefois la 
synecticité des fonctions intégrales peut être établie pour 
certaines limites, à l'aide du procédé imaginé par Cauchy et 
L. — Traité d'Analyse, V. 3 
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perfectionné par MlVf. Rriot et Bouquet, que nous avons 
exposé à la page 127 du tome IV. 

XI. — Éqaations d'ordre supérieiir au premier. 

Un système d* équations différentielles dont une partie 
ou la totalité est d^ ordre supérieur au premier peut être 
ramené à un système d* équations du premier ordre. 

En eflet, considérons le système 
(1) Fi = o, Fj = o, ..., Fv = o 

et supposons qu'il contienne des dérivées au plus d'ordre m 
par rapport à x, d'ordre n par rapport k y^ etc. Posons , en 
appelant t la variable indépendante, 



{■>') 



x' = 


dx 

dt' 


x' = 


dx' 

dt' 


. . . , a?^"») 


= 


dt 


-i) 


• • • • 


dy 
dt' 


y- 


dy 
~dV 


. . . , y^n) 


. • 


dyn- 

dt 


1) 

a 



les équations (i), (2) formeront un système d'équations du 
premier ordre par rapport à x, x', . . . , j^^"'"*', y, y^ . - . , 
y^'^~*\ . . . .L'intégrale générale d'un pareil systèmerenfermera 

constantes arbitraires. 

En particulier, si l'on considère une équation unique 
d'ordre m, son intégrale renfermera m constantes arbitraires. 

Il résulte de là que : 

Si, entre les équations qui constituent IHnté g raie géné- 
rale d^un système d'équations différentielles et leurs déri- 
vées d'un ordre suffisamment élevé, on élimine les con- 
stantes, on doit retomber sur les équations différentielles 
proposées. 

Des équations différentielles nont quune seule inté- 
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grale générale; elles peuvent avoir en outre des solutions 
singulières renfermant moins de constantes arbitraires 
que l'intégrale générale. 

Lorsque v équations entre les ''^fonctions x, y^ z, ... 
et la variable t renferment m-\- n -h ... constantes arbi- 
traires et que les valeurs de x^ }\ ^, . . . tirées de ces équa- 
tions satisfont identiquement aux équations (i)^ ces équa- 
tions constituent l'intégrale générale du système (i). 

On appelle intégrale du système (i) toute Intégrale du 
système (i), (2). Ainsi, si l'on suppose le système (i), (2) 
intégré complètement et résolu par rapport aux^ constantes 
d ^intégrât! on, une des équations 



a = w 



ainsi obtenues est une intégrale de système (i). Et en effet, la 
connaissance de toutes ces intégrales élémentaires équivaut 
évidemment à la connaissance de l'intégrale générale des 
équations (i). 

Ce que nous venons de dire s'appliquerait au cas où parmi 
les équation^ (1) il y aurait des équations d'ordre zéro, c'est- 
à-dire ne contenant pas de dérivées. 

Les équations d'ordre supérieur peuvent évidemment avoir 
des solutions singulières que l'on trouvera aisément en con- 
vertissant ces équations en équations du premier ordre par 
l'introduction des nouvelles fonctions x', x"y . . . , y y y\ . . . 
comme nous venons de l'indiquer. 

Supposons, par exemple, que Ton se donne l'équation 

anique 

p/^ ^ dy d*jr\ 

el que, l'ayant remplacée par 
on ait trouvé les intégrales 

/i(^> r» y y «» *) = o> /î "= ^» 



= o 



rU,r./.g) = o, y=g. 
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a elb désignant des constantes arbitraires; les équations 

à{a,b) ''' 

dfx da dfx àb 

• — = o 



âa ât àb dt 

pourront fournir une solution singulière, et il en sera de 
même des équations 

àa * db 

Enfin Téquation proposée pourra, indépendamment de ces 
solutions de première espèce, en avoir de seconde espèce. 

Nous terminerons ces considérations en faisant connaître 
une formule générale pour le changement de variables; sou- 
vent, en effet, on parvient à intégrer les équations différen- 
tielles en leur faisant subir un changement de variable pou- 
vant amener des simplifications dans leur forme. 

XII. — Changement de variable dans les équations différentielles. 

Il y a souven t avantage, quand on veut intégrer des équations 
différentielles, à les simplifier au moyen d'un changement de 
variable : ce changement pourra se faire à l'aide des méthodes 
exposées dans le Calcul différentiel^ mais nous croyons devoir 
faire connaître une formule générale remplissant ce but et 
due à Wronski. 

Considérons la fonction yz=f(^x) et proposons-nous de 

calculer/" (x) ou -t-^> en prenant une nouvelle variable quel- 
conque t ; à cet effet, observons que 

R désignant une quantité finie pour 2 = x, et par suite 

/(a^)-/('î)-(*--s;/'(-*)-----(^--')»-^' 
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étant égal k {x — 2)"+* R, s'annulera pour x=^ z, ainsi que 
ses n premières dérivées prises non seulement par rapport à 
x^ mais aussi par rapport à /, ainsi que le prouve Tapplication 
de la formule de Leibnitz à la diflerentiation du produit 

R(a7 — z)(x — z). ..{x — js); 

on aura donc, en différentiant par rapport à ^ et en rempla- 



g-^ (.-.)/'(.)-. 



-j- (X — Z)'^ ; — 



= 0, 






é/« 



(a? — «)/(-5) -. . .— ;;!- (a? — >5) 



^nt!<^^ 



n\ 



= 0; 



on tire de là 







x—i 



ni '^ I D 



N et D désignant les déterminants 



N = 



-r (x — z) — (x — z)^ 
dt^ ^ dt^ ' 






d^ 



(^--5) :77^(^— -2)' 



dy 
dt 

m • • 

dt"^ 



D = 



d d 



d^ 
dt'^ 



{x — z) 



d^ 

!±-(x — zy 



^(a;-.)» 



EL 
df^ 



{^x — zY 



Si dans le déterminant N on développe (a: — 3)^,(^ — ^)'7 . • ., 
en combinant les colonnes on aura, au signe près, en négligeant 
les facteurs dt^ 

dx .., dy 

d^x d^x^ o ... d^y 



N = 



•• ••. ••• 



d^x d'^x^ ûf"a?» ... df^y 
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Si dans D on observe que 



f'f 



-~z). 



=: i\[d{x — z)Y = îl(dxy. 
d^-*-J{x — zy = o, 



tous les termes situés au-dessus de la diagonale seront nuls 
et Ton aura, au signe près, 

D = ilil, . , ni dx » ; 
la formule (i) devient alors 



X- 3 



/"(z) 
1 .2.3.. . n 



I 



dx 




• 


... dy 


d*x 


d^x* o 


... d^y 


d'^x 


rf^ar» d'^x^ 


. . . df^y 






n(/n-l) 



i,i\3l. .. ni dx * 



Cette formule ayant lieu quel que soit Zj on peut, si Ton 
veut, y remplacer z par x et l'on a alors 





dx 








... dy 


. 


d^x 


rf«ar« 


o 


... d^y 


d'*y __ ni 


d'^x 


r/« a-* 


d'^x^ 


. . . d'^y 


dx*^ ~~ I ! 2 ! ... n ! 






n(n4-l| 





dx « 

Telle est la formule que nous voulions établir : elle donne 

pour n=i 

d^y ___ dxd^y ^ dy d^x 
"dJci "" dx^ ' 



formule déjà établie dans le Calcul différentiel. 
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EXERCICES ET NOTES. 
i . Vérifler que l'équation 

(^j {X^—l)—^X)r-~'i-y*—l^O, ou jr = xy±)/l-i-y* 

a pour solution générale y = axz^ ^i-r- a*; calculer la solution 
singulière, en partant de l'intégrale générale et directement. 



2. Intégrer l'équation 



*ig)'-'- 



et prouver qu'elle n'a pas de solution singulière. 
3. L^équation 

a pour intégrale générale 

(3ar^-+-a^'H- a)*~ 4(^-i-ar*)' = o; 
montrer qu'elle n'a pas de solution singulière. 

■i. L'équation 

a une solution singulière : la trouver. 

5. Les équations 

dy/dxx'' /dx\* /dx\* 
' ±\-dz) - y \di) - [d-z) =° 

ont pour solution générale a? = a-s -h 6, ^ = 6-5 -f- a, a et 6 dési- 
gnant des constantes; ont-elles des solutions singulières? 

6. L'équation 

, ab /flfî— "6y 

X — Y Y = — -^ -~- 

est l'équation diflférentielle de toutes les courbes parallèles à l'ellipse 

dont l'équation est 

b^x^ -H a'7* = a* 6* ; 
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elle n*a pas de solution singulière, mais il existe pour les courbes 
intégrales un lieu de points de rebroussements qui est la développée 
de Pellipse. 

7. L'équation 

y — xy' — iy-- xy')^ H ^ y* = o 

a pour intégrale singulière 

ou 

/i6^ -r- 4 a?» -r- a;* = x^i-i-x* — log(/iH-iF* — x)-h const. 

Cette équation (i) a elle-même une intégrale singulière 

1 6^ -+- 4 ^* H- a?* — o 

(GOURNOT.) 

8. L'équation 

y^(y — ya:)-4-y = 1 

admet une intégrale singulière : la trouver directement.. 

9. L'équation des cercles doublement tangents à une même ellipse 
et ayant leurs centres sur l'axe des x est 

x*-^y— ix{x -^yy') -f- A(J7 -i->7''}'-4- B =o, 

si l'on élimine y entre cette équation et sa dérivée, on trouve : 
1*^ l'ellipse enveloppe des cercles en question qui est la solution singu- 
lière; *^ le grand axe, lieu des points où deux cercles se touchent. 

10. L'équation 

ytyt — i^ay -^y^ — o 

a une solution singulière, Télimination dey' entre cette équation et 
sa dérivée fournit : i*^ une solution singulière; 2** un lieu de points 
de rebroussements. Cette équation représente une série de cycloïdes 
ayant leurs rebroussements sur l'axe des x et même cercle géné- 
rateur. 

H. Le système 

dx X — y dy x — y dz 

dt js — l dt z- t dt -^ 
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admet pour intégrale générale 

w — j' = const., ^ — /(a? — /"-f- 1) = const., 

y — log(-s — <) ~ const., 

et poar solution singulière z = t, x =^ y = const. 

( Cauchy.) 



••••• 
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CHAPITRE IL 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 



I. — Équations intégrables immédiatement. 

Théoriquement, une équation du premier ordre peut 
être censée résolue par rapport à la dérivée de la fonction 
inconnue^, prise par rapport à la variable x] elle peut alors 
se présenter sous la forme 

où /désigne une fonction quelconque de œ et y, forme que 
l'on remplace le plus souvent par la suivante 

(i) PrfarH- Qrfy =0, 

P et Q désignant des fonctions données de x et j'. 

Lorsque P est fonction de x seul et Q fonction de y seul, 
on dit que les variables sont séparées; Téquation a alors visi- 
blement pour intégrale 



I P dx -h I Q^dy = const. 



Un grand nombre de problèmes de Géométrie se résolvent 
au moyen d'équations difTérentielIes dans lesquelles les 
variables sont séparées ou peuvent se séparer facilement. 
En voici quelques exemples : 

Problème I. — Trouver une courbe dans laquelle la 
sous-normale est constante. 

La sous-normale ayant pour expression jk^ (t. Il, p. 17), 
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en désignant par c une conslante, Téquation du problème 



sera 



jr^=sc, OU ydy--cdx = o; 
on en conclut, en intégrant, 

:^ ex = const. 

2 

ou 

j^» = ^cx-h const. 

équation d'une parabole. La parabole est donc la seule courbe 
dont la sous-normale soit constante. 

Problème II. — Trouver les courbes dans lesquelles la 
sous-tangente est constante et égale à c. 

dx 

La sous-tangente ayant pour expression (t. II, p. 17) J' j-» 
Véquation du problème est 

dx 
•^ dy 

ou 

dx dv 

^ =0; 

c y 

les variables sont séparées et, en intégrant, on a 

- — log^'rrloga. 

c 



a désignant une constante ; on en tire 



a y ^ e^' ; 



cette courbe est une logarithmique. Une transformation de 
coordonnées ramène l'équation précédente à la forme 



X 

y = e^. 



Problème III. — Trouver une courbe dans laquelle la 
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sous-tangente est proportionnelle à une puissance donnée 
de l'abscisse. 

L'équation du problème est 

K et a désignant des constantes; les variables seront séparées 
en écrivant cette équation ainsi 

dy dx __ 
d'où l'on déduit 

Jog7 + |T7 , „ . = const. ; 

en suivant la même méthode, on trouve, sans plus de difficulté, 
que la courbe dont la sous-normale est proportionnelle à l'ab- 
scisse est une conique rapportée à ses axes. 



II. — Du facteur d'intégrabilité. 

On reconnaît souvent, à la simple inspection d'une équation 

de la forme 

Vdx -¥- Q_dy = 0, 

que son premier membre est une diiTérentielIe exacte dtf ; il 
est clair alors que l'intégrale de cette équation est <p = const. 
Lorsque la solution d'une équation différentielle est ainsi 
ramenée à la recherche d'intégrales indéfinies de différen- 
tielles à une ou plusieurs variables, on dit qu'elle est ramenée 
aux quadratures. 

L'équation 

xdy -Jt- ydx = o, 

par exemple, est immédiatement intégrée en observant que 
son premier membre est la différentielle de xy et que par 
suite elle donne, en l'intégrant , 

wy = const. 



ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. ^5 

On peut démontrer que : 

Étant donnée une expression différentielle de Informe 

dans laquelle V et Ç^ sont des fonctions quelconques de x 
et de y^ on peut toujours trouver un facteur [x tel que 

soit une différentielle exacte. 

En sorte que, quand ce facteur [x sera connu, il sera 
toujours facile d'intégrer l'équation 

Vdx -k- (Idy = o, 

au moyen d'une quadrature. 
Posons, en effet, 

(i) PûLp-+-Qrf^ = o 

et soit 

yx) F(a?, ^, c) = o, 

l'intégrale générale de (i) renfermant la constante arbitraire c. 
L'élimination de c entre l'équation (2) et sa dérivée 

d¥ dy d¥ 

doit donner l'équation (1); en effet, y et -^ tirés de (2) et (3) 

doivent rendre (i) identique, c'est-à-dire doivent satisfaire à 
(i), quels que soient x et c; les équations (1), (2) et (3) 
doivent donc se réduire à deux, et (i) a lieu en même temps 
que (a) et (3). Or (i) ne contient pas c : donc c'est le résultat 
de l'élimination de c entre (2) et (3). [Nous avons déjà 
démontré ce théorème (p. i3) avec plus de généralité.] 

Ceci posé, si l'on suppose (2) résolue par rapport à c et mise 
sous la forme 
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on obtiendra l'équation (i) en éliminant c entre cette équa- 
tion et sa dérivée; or, en prenant la dérivée, c disparaît; 
Téquation dérivée est donc le résultat de rélimination de c, 
et Téquation 

dx dy dx 



ou 



(4) o^%^dx+'ldy 

doit être identique à (i), c'est-à-dire fournir les mêmes valeurs 
de -7^ pour les mêmes valeurs de x et y; on pourra donc poser 



dx 



dx dx ' ôy Q 



df 

et, en appelant (x le rapport de -p à P, 



I àf _ i df 
on en conclut 



P aa? ~ Q d>x "" ^' 



ce qui démontre l'existence du facteur d'intégrabilité |x. 
11 est essentiel d'observer que (i) et (4) ou 

jjL{P<fj?-4- Çldy) — o 

ne sont identiques que pour les valeurs dey satisfaisant à (3) ; 
il pourra donc se faire que certaines valeurs dey satisfassent 
à (i) sans satisfaire à (4). Ces valeurs sont celles qui rendent 
[A infini : en effet, 

Pd.^qdy=l{^d.^l^dyy, 

donc Pdx -+• Ç^dy s'annulera non seulement pour 

^f j àf . 
àx'^^ày^y-'''^ 



J 
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mais encore pour - = o. On voit donc que - = o fournira 

•^ . . . * 

en g^énéral une solution singulière. 



La recherche du facteur [x est le plus souvent un problème 
difficile à résoudre; si l'on exprime en effet que 

est une différentielle exacte, on a 

dy ~" âx 
ou 

^_ aQ_ a|x_ d|x^ 

^ ày ^ àx ~ dx dy 

Cette équation en |jl est une équation aux dérivées partielles, 
et nous verrons dans un autre Chapitre que, pour la résoudre, 
il faut en général savoir intégrer Téquation (i). 

Toutefois il y a des cas dans lesquels on peut deviner une 
solution de Téquation (5). et comme, évidemment, toute 
solution de (5) est un facteur d'intégrabilité, on pourra 
ramener Fintégration de (i) aux quadratures. S'il.existe, par 
exemple, un facteur ;jl fonction de x seul, Téquation (5) se 
réduira à 



^\dx dy) ^ dx 



ou a 



1 ^ - 1/^ 
[L dx ^ Q\dx 



-âyj 



et, [X devant être fonction de x seul, il faudra que le second 
membre de cette formule ne contienne que x\ si cela a lieu, 
en le désignant par ^(x), on aura 

I d(JL 
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OU, en intégrant, 

et [il sera connu. On trouvera tout aussi facileipent, quand il 
en existera un, un facteur d'intégrabilité fonction dey seul. 
Lorsqu'il existe un facteur d'intégrabilité de la forme XY, 
X désignant une fonction de x seul et Y une fonction de jr 
seul, on peut le découvrir en observant que la formule (5} 
devient, pour [jl = XY, 

ou 

dy âx ^^ \ Y ' 

Laquantité^ j^> qui est nulle dans le cas où Prfx -h Q«^K 

est une différentielle exacte, est donc de la forme 

q/{x)-P^(y) 

quand [jl est de la forme XY, / désignant une fonction de x 
seul et F une fonction dey seul, et Ton a 

\' Y' 

par suite, 

logX = ffi,x)dx et log Y =j¥{y)dy. 

Remarque I. — L'équation (5) a une infinité de solutions; 
en d'autres termes, il y a une infinité de facteurs d'inté- 
grabilité. 

En effet, soit jjl un facteur d'intégrabilité de Vdx -h Qrf> î 

on aura 

|x(Pé^H-Qd[x) = rf/, 

f désignant une fonction de x et y^ et, ç'(/) désignant une 
fonction arbitraire de/*, on aura 

V.i{f){Vdx-^(ldy')=:^'{f)df=d^iJ), 



\ 
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ce qui prouve que Prfx-f-Qrfy, raulliplié par [jl ç'(/), est 
encore une différentielle exacte rf'f (/) et que [Ay'(/) ^^^ ^^ 
facteur d^intégrabilité. 

Remarque II. — Tout /acteur d^inlégrabilité de 

Pdx-^qdjr 

est de la /orme )f-^{/), ^ désignant l'un d'eux et / dési- 
gnant la fonction qui a pour différentielle ^(J?dx H- Qrf^)^ 
ou^ plus généralement, /désignant une/onction qui, égalée 
à une constante, /ournit une intégrale de 

Pdj7-hQd[^ =0. 
En effet, soit M un facteur d'intégrabilité : on aura 

i désignant une certaine fonction de x et y; on a de même 

(2) \s.{V dx -\- (Idy) ^ d/ 

Or, si l'on pose Prfx h- Qrf^ = o, on aura 

û?i]; r= o et d/ =.o 
et par suite 

tl/ = const., y= consl. 

Réciproquement, l'une des équations 

<!^ = const., /=const. ou d^=zo, df=o 

entraînera l'autre; car elle entraînera 

Vdx-\-(ldY = 0. 

Ainsi /et ^ sont constantes en même temps, c'est-à-dire 
qu'ils sont fonctions l'un de l'autre; de (i) et (2) on tire 

M _ ^ 
HL - df 

et, comme if est fonction de /, on voit que — estfonction de/: 
donc M = V-?(/)' ^- Q- ^' ^' 

L. — Traité d'Analyse, V. 4 
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Remarque III. — Si l'on connaît deux facteurs [jl et M 
susceptibles de rendre 

ÎJL(P^-t-Qû?^) et MiPdx-hQdy) 

M 
différentielles exactes, en égalant le rapport — à une con- 
stante, on aura V intégrale de Inéquation Pdx -{-Q dy = o, 
puisque, /= c étant cette intégrale, M =f^* 

Nous terminerons ce qui est relatif à la théorie du facteur 
d^intégrabilité en faisant connaître une méthode qui permet 
souvent de le découvrir : cette méthode consiste à décom- 
poser l'expression P dx -j- Q rfy en deux autres de la forme 
Gûfa 4- Hrf^; G, H, w, v désignant des fonctions de x et y^ 
on est alors ramené à trouver le facteur de G rfw + H rft' ; 
G~* est un facteur de G du, et H""* un facteur de Hrfc; le 

facteur le plus général de G du est p > celui de VLdv est 

^ ; y* et F désignant des fonctions quelconques, s'il est 

possible de déterminer des formes de / et F, telles que l'on 

ait identiquement 

f(u) _ F(P) 

G " H ' 

en appelant |jl la valeur commune de ces rapports, il est clair 
que |jl(G ûfw + H dv) ou [jl(P dx -h Q dy) sera une différen- 
tielle exacte. 

Pour bien faire comprendre l'esprit de cette méthode, nous 
l'appliquerons à l'exemple suivant : 

Intégrer l'équation 

Cette équation peut s'écrire 

{y dx — X dy) -^ (x^ dx -h y^ dy) = o; 
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il est visible que ydx — xdy a pour facteur d^intégrabi* 

lité — = > car 

y dx — X dy _ , ^ . 

r* y 

son facteur d^intégrabilité le plus général sera donc —i/(- ) ' 

/désignant une fonction arbitraire. De même x^dx-^-y^dy 
a pour facteur d^intégrabîlité un, et, comme 

/p3 _a_ yS 

x'^ dx -\- y'^ dy — d r > 

son facteur d'intégrabilité le plus général est une fonction 
arbitraire F(x'-rj'') de x'H-j^'. Si donc on peut disposer 
de /et F, de telle sorte que 



ji/(j) = F(^+:r')=H, 



[i sera un facteur d^intégrabilité du premier membre de (i). 
Pour satisfaire à cette équation, il faut prendre 



/(j)=j'F(^'-^7")^ 



y^V(^x^ -f-^') devra donc être homogène et de degré o ; pour 
satisfaire à cette condition, il suffit de prendre 



et Ton a 



riotégrale de l'équation (i) est alors 



/ 



^-^ ^ '-^ = consl. 



i 
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III. — Snr nne méthode propre à fournir un factenr 

d'intégrabilité. 

Considérons Téquation 
(i) Pdx-hQd)r=^o\ 

effectuons la substitution consistant à changer x en x -{- e X, 
eiy en ^ -+- eY; X et Y désignant des fonctions de x et^-, 
et e un infiniment petit ou, si Ton veut, une constante indé- 
pendante de X et y que nous nous proposons de faire tendre 
vers zéro. L*équation (i) deviendra 

ou, en vertu de (i), 



(£î:x.^v)^.p(g.. -.!<,) 



\dx dy 




Supposons que Ton puisse déterminer X et Y de telle sorte 
que cette équation soit identique à (i); on aura, en expri- 
mant que ces équations donnent les mêmes valeurs de-^* 
c'est-à-dire en remplaçant dx par Q, dy par — P, 

(S-^*fv)Q.r(SQ-|p) 



c'est-à-dire 

à 



dy PX -H QY dx FX -f- QY 



= o; 
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celle équation montre que t^ — ^ry esl un facteur d'intégra- 
bllité de Pdx-hQ dy. Donc : 

Etant donnée V équation différentielle 

u) P <ilr -4- Q rf^ = o, 

si l'on peut trouver des /onctions X, Y telles que, en rem- 
plaçant dans celte équation x et y par j: 4- eX et par 
j-f-sY, elle ne change pas de forme {abstraction faite 
d'un facteur), V expression 



P\ -+- QY 



^era un facteur d* intégrabilité. La quantité t est supposée 
infiniment petite. 

On voit que, si P et Q sont des fonctions homogènes de 
même degré, la substitution àe x -{- tx à a: et dey 4- ey à ^ 

n'altère pasPéquation (i); 5 rr— est alors un facteur d'in- 

tégrabilité (Lie, A bhandlungen der Gesellschaft der Wis- 
%enschaften, Christiania, 1874, et aussi Gôttinger Nach- 
richten, 1874; Mathematische Annalen, t. VIII). 

IV. — Méthode de LiouTiUe. 

Liouville, dans le tome XX de son Journal, i'* série, a fait 
une remarque qui permet souvent de trouver un facteur d'in- 
légrabilité. Considérons l'équation différentielle 

(..) £=/(^'^); 

ialroduisons dans la fonction/, en la généralisant, un para- 
mètre a, ce qui est évidemment possible d'une infinité de ma- 

m^rpc pt ami 



nières, et soit 

dy 



/.(^,^) = g+/^ 
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le résultat obtenu en difierentiant totalement la fonction f cl 

en y remplaçant -^ par /. Si le paramètre a a été choisi de 

telle sorte que/i(x,^) ou même ?(/)/4(^,y) ne le con- 
tienne. plus, f (/) désignant une fonction quelconque de y, 
l'intégrale de l'équation (i) pourra être représentée par 

en d'autres termes, ç(/) — sera un facteur d'inlégrabilîté de 

dy — fdx. 

Pour démontrer ce théorème, observons que, 'f {/)/'* oe 
contenant plus a, on a 

^=« »" â[^'/'(g-/|)]=«. 

c'est-à-dire 



ou 

àx 



{^^f^-l^{f^^fy£[--^ 



il en résulte que 

est une différentielle exacte; si donc on met l'équation pro- 
posée (i) sous la forme 

dy —fdx = o, 
on voit que cp(/) -y sera un facteur d'intégrabilité. 

c. Q. F. D. 

On voit que, pour que la méthode d'intégration précédente 
réussisse, il n'est nullement nécessaire que ç(/) 4- soit indé- 
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pendant de a; il suffit que, pour la valeur particulière de a 
dont on fera usage, on ait 

et que ç(/) 4- ne soit ni nul ni infiui. Cette remarque est 
encore de Liouville. 



V. — Des équations homogènes. 

Lorsque P et Q sont des fonctions homogènes de même 

degré, 

V dx-^Çldy — o 

est une équation homogène. Nous donnerons deux méthodes 
pour intégrer cette équation : 

I** On peut poser - = :;, d'où 

y = zx^ dy -=■ zdx-^-x dz\ 
on a alors 

(P-f-Q^)££a?-+-Qa?fl?^ = o; 

or P et Q sont à un même facteur près, que Ton peut suppri- 
mer, des fonctions de z ; dans cette équation, les variables sont 
alors séparées et Ton a 



d'où l'on tire 


dix Qdz 
X ~ P-rQ-s' 


ou 


1 ';T^-^r- -4- oon»l. 



P-KQ5 



L'intégrale est de la forme x = cF{z) ou x = cFI-Y x 
et y étant les coordonnées d'une courbe, - est la tangente de 

X 
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Tangle polaire 6; on peut donc écrire, en appelant r le rayon 
vecteur, 

.r = ctK6) ou /•=c-!-^: 
^ cos6 

les courbes correspondant aux diverses valeurs de c sont 
donc homothé tiques. Ainsi les équations homogènes repré- 
sentent des familles de courbes homothé tiques. 

2^ On peut observer que le facteur d*intégrabilité est, 
comme on Ta vu § III (Px + Q^)~* • vérifions-le, on a 



g(P.^,,,_.,_g(.g^^g) 



il en résulte 



dx Vx-hQjr dy Parn-Q^ 

_ ^V dx ^y dy) ^r db7 ^y dy) _ mPQ- mQP 



(Pj:-r-Q7)« (P^-^Q^)' 



= o, 



m désignant le degré de l'homogénéité de P et de Q : ainsi 
P^ + Qj' = o est en général une solution singulière. 

Application. — Trouver une courbe dans laquelle le 
rayon vecteur est moyenne proportionnelle entre la sous- 
normale et l'ordonnée. 

L'équation du problème est 

dy 

ou 

(x* H-^' )dx — y^dy =o\ 
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le facteur est 

En régalant à oo, on a la solution singulière 

x^ — y2 -^ytx = o; 

elle représente trois droites. Posons — = ^ ou^= 5^ ; nous 

aurons 

(ar'-+- Z'X^)dx — t*s^{z dx -^ x dz) =^ o 

ou 

(i -+- z^)dx — z^{z dx -h X dz) = o, 

c'est-à-dire 

dx z^ dz 

X "" J -î- ^* — z^' 

on en tire 

logx = A Iog(^ — a) -+- B log(^ — 3) -4- G log(^ — T)"^ const., 

A, B, C désignant ^_^^^ > 7~J^' T^T^ ^^ *' ^' ^ '^^ racines 
de 1 + 5- — ^' = o et, par suite, 

,.k(5-,)'(^-p)'(J-,)'. 

K désignant une constante. 
Les équations de la forme 

e^a: \a' x -^ b' y -'r c' ) ^ 

OÙ a, 6, ■ . . sont des constantes, s^intègrent comme il suit : 
D pose 



d'où 



ax 4- èy H- c = f , 
ax-^ h' y H- c'= Tj; 



afTi — c') — ûr'(;- c) 



a6' — 6a' 
dx ~* a r^Tj — a' c^Ç ' 
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Péquation proposée devient alors 



adri 






Cette équation en ^ et tj est homogène : elle pouradonc s'in- 
tégrer par les méthodes précédentes, quand on aura chassé 
les dénominateurs. 

Toutefois, pour que la méthode que nous venons d^îndi- 
quer réussisse, il faut que Ton n'ait pas aè' — 6a' = o. Mais. 
dans ce cas, on peut poser 

a =pa', b =pb\ 

et l'équation à intégrer est réellement de la forme 

dx \ a' X -\- b' y -f c' a! x -r b' y -^ d ] 



OU 



alors, en posant o! x-r- Vy = z^ ou 

_^ z — a! T dy ^ \ dz a! 

•^~" V ' ~dx~ V'dbc'' W 

l'équation à intégrer devient 

I ^^ __ ^ a' 

Vli-^^^'^'^'b' 

ou 

dz 



--, =dx. 



b'J\z)-r-a' 
équation dans laquelle les variables sont séparées. 

Remarque* — Une équation de la forme 

Y{x,y, dx, dy) = o, 

d'où l'on peut tirer, même théoriquement, ~- sous la forme 
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d'une fonction homogène de degré zéro en x et y, doit être 
considérée comme une équation homogène et s'intégrera en 

prenant ^ = .5 comme fonction inconnue à la place de^. 



VI. — Équations linéaires. 

On appelle équation linéaire du premier ordre toute équa- 
tion de la forme 

du premier degré en^ et en ~- > dans laquelle P et Q désignent 
des fonctions de la variable x. Pour Tintégrer, on pose 



elle devient alors 



dv du ^ r\ 

ax ax 



Profitant alors de Tindétermination de u et v^ on choisira (-% 
de telle sorte que l'on ait 

(3) ê-P'' = °' 
ce qui réduit l'équation précédente à 

(4) .g = Q; 
de (3) on tire successivement 

— — — Vdxy logp = — /Prf^, v = e-^^^\ 
et de (4) on tire 



^ _ Q 



u^f9^ ^Ccie^ï^dxdx. 
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Portant ces valeurs dans (2), on a 



y = e--^Prfx rQg/P/'r^j,. 



en écrivant P(^) au lieu de P et Q(^) au lieu de Q, on peut 
donner à cette solution la forme suivante 

y = e-/P{ «•) dx r Q ( ^ ) e/P(5) fis dz 

ou 

(5) y^ f Q(;j)e/P(-»''5-/P(x)rfx^,. 

•'*o 

Xo est alors la constante arbitraire d'intégration; quant aux 
constantes contenues dans les intégrales 



Ç?{z)dz et fp(x)dx, 



elles se détruisent. On peut d'ailleurs écrire la formule (5) 
ainsi 

,T / P(|l)rf|X 






On peut encore intégrer Téquation linéaire au moyen d'un 
facteur; en effet, cette équation peut s'écrire 

df -{-{ Py — Q ) rfo? = o. 

Soit [X un facteur d*intégrabilité : on devra avoir 

or on satisfait à cette équation en prenant jx fonction de x 
seul, car elle se réduit alors à 

^ = (xP ou a J = kP 



OU a 



^=Prfx, 
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d'où l'on tire 



^Pdjc ^i^ant un facteur d^inlégrabililé, 

j[eS^dxdy^{Py — q)eS^^^dx] = const. 

est l'intégrale cherchée; cette intégrale peut se mettre sous 
la forme 

^g/Prf.r__ Ççie^Vdxdx = const. 

ou 

y = e--^PrfjY jQe^^'^^dx -h const. j, 

ainsi qu'on Ta trouvé tout à l'heure. Cette méthode est 
peut-être plus naturelle que la précédente. 



VIL — £qnation de Bemoulli. 

L'équation suivante, dite de Bernoulli, se ramène à une 
équation linéaire, 

En divisant par^", on a 

dv ^ . ^^ 

posant alors 

y—n-^l 

= Z, 

— /H- I 

il vient 

ce qui est l'équation linéaire. 

Exemple. — Trouver une courbe dont le rayon vecteur 
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soit moyenne proportionnelle entre l'abscisse et la sous- 
normale. 

L'équation du problème est 



ou 



dy X Y dy y X 

-f- = --h^ ou -j^ = -: 

dx y X dx X y 

c'est une équation de Bernoulli ; elle peut s'écrire 



'' dx X 






yi 

et, posant ^^— — z, on a 






dz iz 

dx a? ~ * 






d'où 






z — e *^ ^ 1 xe*^ ^ dx 






= e""*^ fxe^osx'- dx = \ Çx^ dx = 


4 


c 


et 






y ^ /x^ 1C 



VIII. — Sur une équation plus générale que celle de Bernoulli 
et son application à la théorie des développées. 



L'équation 

dx 



(I) ^ + p_y + Q_yl = R, 



OÙ P, Q, R sont des fonctions de x seul, s'intègre quand 
on en connaît une solutionnai ; en effet, alors on a 
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retranchons (2) de (1) et posons y — ^i = z, nous aurons 

(3) g4_(PH_2Q^0'5-^Q«» = o, 

ce qui est une équation de Bernoulli, réductible à la forme 
linéaire, en prenant pour fonction inconnue -> et Ton a 



1 ou — ^- — = e/iP+«Qyi)rf-r Ç Ç^e-^^-^\ihx\dx dx. 



^ y—yx 



On rencontre l'équation que nous venons d^ntégrer dans 
diverses circonstances et, en particulier, quand on cherche 
les développées des courbes gauches. Soient 

(4) a? = a-8-Ha, y = hz-k-^ 

les équations de la tangente à une courbe gauche : un plan 
tangent pourra être représenté par 

(5) {^x — az — a)-^^(^ — 6^ — P) = o. 

Ce plan en se déplaçant engendre une développable dont la 
génératrice aura pour équations (5) et sa différentielle 

(6) — z da — di^ d\(^y — hz '-^)'-\{^z dh ^ d^)^o\ 
les équations d^une parallèle à cette génératrice sont 

z y X 



d\ da-^ b dk-^\ db adX — "kda — X^db 

Si nous exprimons que la génératrice (5), (6) est normale à 
la tangente, l'arête de rebroussement de la surface envelop- 
pée par le plan (6) sera une développée, et nous aurons 

a{ad\ — Xda^\*db)~hb{da-\-bd'k -h X db)-hd'k =0 

ou bien 

(7) rfX(a» -i- b^ -^ \) -^\{b db — a da) — l^a db = ^ b da; 

c'est une équation du genre de celles que nous avons appris 
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à intégrer. On en connaît toujours une solution : ea effet, 
considérons le plan tangent 

X — az — a-hX(j' — è^ — p) = o; 

exprimons qu^il est perpendiculaire à sa propre direction: 
nous aurons 

(8) n-X»-4-(a-f-6X)« = o. 

Il est facile de voir qu'il est aussi perpendiculaire à sa direc- 
tion infiniment voisine; en effet, quand on a 

A2-hBî-4-C»=b, 
on a encore 

A( A -+- €/A)-+- B(B -+- rfB)-f- C(C -h rfC) = o, 

car cette formule se réduit à A rfA -h B rfB 4- G dC = o. 

Ainsi, en déterminant X au moyen de l'équation (8), le 
plan tangent à la courbe considérée enveloppera une déve- 
loppable dont la génératrice sera contenue dans deux plans 
normaux au plan enveloppant; elle sera donc normale au plan 
enveloppant, c'est-à-dire normale à elle-même et aussi à la 
courbe proposée; l'arête de rebroussement de la dévelop- 
pable considérée sera donc une développée, et ). tiré de (8) 
sera une solution de (7). 

On tire de (8) 

^ _ — ah ±1 ^ i -h a- -h b^ ^ — 1 

^ = TTT^ ' 

si l'on pose alors dans (7) 

^ — ab Jz J — I i/ûT* -^ ft* -^ 1 I 

on obtiendra une équation linéaire pour déterminer y, et le 
problème se résoudra par les quadratures, comme on le savait 
d'ailleurs (T. II, p. 38 1 et suivantes). 

Cette solution a été donnée par M. O. Bonnet. 
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Nous rencontrerons une autre application importante de la 
théorie que nous venons d'exposer dans la recherche des 
lignes asymptotiques des surfaces gauches. 

IX. — Des équations que l'on intègre en les diiférentiant. 

Un grand nombre d'équations s'intègrent en les diffëren- 
tiant; nous allons les passer successivement en revue : 
1® L^éq nation 

dans laquelle j^ désigne la dérivée —-y devient, en la difle- 

rentianty 

dx^f'{y')dy 

ou, en multipliant par j/^, 

dy^f\y)ydy. 

En intégrant, on a 

(2) y ^Jf\y)ydy'\- const.; 

l'élimination de^ entre cette équation et (i) donne y en fonc- 
tion de ^; on peut donc dire que l'ensemble des équations 
(i) et (sè) représente l'intégrale générale de (i). 
2® L'équation 

(3) r=/(/) 

s'intègre d'une manière analogue. En la diiTérentiant, on a 

dy^rW^ày 
ou 

ydx-f\y)dy, 
d'où l'on tire 

dx=f\y)^ 

L. — Traité d'Analyse, V. 5 
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et, en intégrant, 

(4) ar= rZl^rfy-hconst.; 

Télimination de y entre (3) et (4) donne une relation entre x 
eiy contenant une constante : c^est l'intégrale générale de (3). 
Appliquons ces considérations à quelques exemples : 
I** Trouver une courbe dont la normale soit constante 
et égale à a. 

L'équation du problème est 

(A) j/i4-/« = a 

ou 



a 

Y = 



en diflférentiant, on a 

ou, remplaçant dy par^'rfx, 



et, en intégrant, 



y 



C désignant une constante. L'élimination de y entre cette 
équation et la proposée donne 

{x — c )' -+- j'* = a*. 

C'est la solution générale : en éliminant c entre cette équation 
et sa dérivée par rapport à c 

X — c =0, 

on a une solution singulière 

V = di a. 
La solution générale représente un cercle ayant pour rayon 



y 
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a et son centre placé sur l^axe des x] la solution singulière 
(p. 24) se compose des deux, droites qui constituent l'enve- 
loppe de ces cercles. 

Il est clair que le problème que nous venons de traiter au- 
rait pu se résoudre en iiTauït y' de V équation (A), ce qui aurait 
donné 

Y dy , 

— " - • - — = dx, 

ce qui donne sur-le-champ 

yja^ — y^ = X -4- c. 

îi" Intégrer V équation 

En dîfleren liant, on a 

dx = ey'dy-^-dy' 

et, en multipliant par^', 

dy=y{ey'-^x)dy\ 
par suite 



( C ) Y ^-Jy{ey'-^ i)û?/-f- 



const. 



L'élimination de y entre (C) et (B) donnerait l'intégrale de 
(B); mais on peut se dispenser de faire cette élimination, et 
dire que (B) et(C) prises simultanément représentent Tinté- 
grale de l'équation (B). 

Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre ne 
contient pas l'une des variables x^ y^ bien qu'on ne puisse 

pas la résoudre par rapport k y = ~-y il peut arriver qu'on 

puisse l'intégrer, soit en termes finis, soit au moyen de fonc- 
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lions elliptiques; si, par exemple, j' n'entre pas dans Téqua- 
tion, on peut la supposer mise sous la forme 

d'où Ton lire 

Si alors x et ^{x) ou. y sont calculables en fonction d'un 
même paramètre, soit rationnellement, soit en faisant inter- 
venir rationnellement un radical carré recouvrant un poly- 
nôme du quatrième degré, y sera exprimable en termes finis, 
ou au moyen des fonctions elliptiques. C'est ce qui arrivera si 
l'équation donnée représente une courbe de genre zéro ou 
un, en y considérant x comme une abscisse et j^ comme une 
ordonnée. 

Le cas où celle courbe est de genre zéro ne présente pas 
de difficulté : supposons-la de genre un, on exprimera x et y 
en fonction rationnelle d'un paramètre t et d'un radical, tel que 

y/A -i-B^^-Cf^^-D^*^-E^*, et par une transformation con- 
venable on ramènera ce radical à la forme /(i — «*^)(i — k^U')\ 
X eiy seront alors fonctions rationnelles de // et de ce radical. 
On fera alors w = sn'^, et ^, ainsi que^', deviendront fonctions 
rationnelles de sny, cntp, dncp; l'expression ^rfj: se ramènera 

à la forme 

F(sno,cncp,dn©)é/9, 

F désignant une fonction rationnelle, et pourra être intégrée 
par les procédés connus ; x et y seront alors exprimés au 
moyen du paramètre ^, et il n'entrera, si Ton veut, dans leur 
expression, que la transcendante 6 et des logarithmes. 

Si la courbe représentée par l'équation qui lie x ky élail 
de genre deux, on pourrait encore exprimer a: et ^ et par 
suite a: et j^ au moyen d'un même paramètre, explicitement, 
au moyen des fonctions hyperelliptiques ; mais, si le genre de 
la courbe en question était supérieur à deux, il ne faudrait 
plus songer à obtenir un résultat explicite. 

Par exemple, une équation du troisième degré en x et y 



/ 
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OU en y et y s'intégrera toujours au moyen des fonctions 
elliptiques; une équation du quatrième degré également 
lorsque ;r et / n'y entreront ni l'un ni l'autre au degré zéro ou 
un, etc. 

X. — Équation de Clairant. 
L'équation 

dans laquelle y(j/^) est une fonction quelconque de la dérivée 

dy 
>'' = ^j est connue sous le nom d'équation de Clairaut; on 

peut considérer cette équation comme celle de la tangente à 
une certaine courbe C, exprimée au moyen de son coefficient 
angulaire y* On prévoit alors que, la courbe en question 
devant être l'enveloppe de ses tangentes, son équation s'ob- 
tiendra en éliminant j"' entre l'équation (i) et sa dérivée prise 
par rapport ky. Le résultat que l'on obtient ainsi est évidem- 
ment une solution de l'équation (i), mais on voit moins bien 
quelle doit être la solution la plus générale : cette solution 
générale s'obtient en remplaçant y par une constante arbi- 
traire dans l'équation (i) elle-même. C'est ce que nous allons 
trouver par un calcul direct. 
Pour intégrer l'équation (i), diflcrentions-la: nous aurons 



ou bien 



/ , dy' «, ,. dr' 



[--/'(y)]^^-", 



équation qui se décompose en 

dv' 
x-\-f\y) — o et -y- = o ou r' = consl. = a. 

On obtiendra la solution de (i), en éliminant^ entre l'une 
de ces équations et (i), ce qui donne les deux solutions sui- 
vantes : 1° 
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Cl 2° la résultante des équations 

o.) I ^-H/'0') = o, 

(3) / 7 = r> +/(/)• 

La première solution est l'intégrale générale de (i) : c'est l'é- 
quation d'une tangente à la courbe C; la seconde solution est 
singulière, elle peut être représentée par les équations 

y = ax-^f(a), o = x-h/\a) 

et sous cette forme on voit qu'elle représente l'enveloppe de 
la droite y =^ ax -\- f{a)^ c'est-à-dire la courbe elle-même. 

Ainsi l'intégrale de l'équation de Clairaut s'obtient en rem- 
plaçant la dérivée de la fonction inconnue par une constante, 
et la solution singulière en éliminant la constante entre l'in- 
tégrale générale et sa dérivée relative à la constante. 

Le problème qui a pour but de trouver une courbe con- 
naissant sa podaire dépend d'une équation de Clairaut. 

Pour trouver la podaire d'une courbe, en prenant Torigine 
pour pôle, désignons par x^y les coordonnées d'un point 
quelconque de cette courbe : l'équation de la tangente en ce 
point sera 

la perpendiculaire menée par l'origine aura pour équation 

y 

L'élimination de x^y eiy entre ces deux équations et celle 
de la courbe et de sa dérivée donnerait la podaire; mais, en 
supposant la podaire connue, l'élimination des coordonnées 
X, Y entre les équations précédentes et celle de la podaire 
donne l'équation différentielle de la courbe ; soit F(X, Y) = o 
l'équation de la podaire; celle de la courbe sera donc 

F[_(y_/x)-p^.,(7-yx)^,.]=o. 
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Cette équation résolue par rapport à j^ — y^ ^i donne un résul- 
tat de la forme 

c^est-à-dire une équation de Clairaut. 

La courbe cherchée est représentée par la solution singu- 
lière de cette équation; l'intégrale générale de cette équa- 
tion représente l'ensemble des tangentes à la courbe cherchée. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 
la podaire est une ligne droite 

Y = c. 

L'équation difTérentielle de la courbe cherchée s'obtiendra en 
éliminant X entre les équations 

c—y =/(X — a:), 

X -h cy = o, 
ce qui donne 

c'est une équation de Ciairaut. L'intégrale générale s'obtient 
en remplaçant^ par une constante m, ce qui donne 

y =. ma?-h(n-m')c; 

rintégrale singulière, qui est ici la solution intéressante, s'ob- 
tient en éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 
tive à m ; 

o = a? -4- ^cm, 
ce qui donne 

Ainsi la courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
résultat connu. 

La recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée 
présente de l'analogie avec ce dernier problème ; soit en effet 
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équation résolue par rapport à^ — ^'^j donne un résul- 
i la forme 

•à-dire une équation de Clairaut. 

■ courbe cherchée est représentée par la solution singu- 

de cette équation; Tintégrale générale de cette équa- 

: ' «présente Tensemble des tangentes à la courbe cherchée. 

oposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 

ydaire est une ligne droite 

Y = c. 

- tiation différentielle de la courbe cherchée s^obtiendra en 
: inant X entre les équations 

x-+-cy=o, 

pi donne 

lune équation de Clairaut. L'intégrale générale s'obtient 
femplaçant^ par une constante m, ce qui donne 



. \' 



i . r.. 



("t'? ■•^'^'" 



i3i-- 



rcr. 

là 



y = mx-\- (iH- m*) c; 



grale singulière, qui est ici la solution intéressante, s'ob- 
\ ilten éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 

à m : 

i donne 






ila courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
,,fy;'piltat connu. 

recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée 
ente de l'analogie avec ce dernier problème ; soit en effet 
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équation résolue par rapport ky — JK'^j donne un résul- 
ta forme 

à'dire une équation de Clairaut. 

< courbe cherchée est représentée par la solution singu- 

de cette équation; Tintégrale générale de cette équa- 

' «présente l'ensemble des tangentes à la courbe cherchée. 

oposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 

idaire est une ligne droite 

Y = c. 

ttation différentielle de la courbe cherchée s^obtiendra en 
kant X entre les équations 

c—y=y{X—x), 

I 

Xh-c/=o, 
mi donne 

:• .' ■■ J=y^-4-(n-y*)c: 

|l une équation de Clairaut. ^intégrale générale s'obtient 
iemplaçant^ par une constante m, ce qui donne 

I ^ r= ma?-f-(i -i- m*)c; 

le singulière, qui est ici la solution intéressante, s'ob- 
^ pten éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 
à m : 

r' '' Iqui donne 






2C \ ^C^J ' 



isila courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
iltat connu. 

|La recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée 
isente de Fanalogie avec ce dernier problème; soit en effet 



^ I 
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et 2° la résultante des équations 

(9.) I :r^-/0') = o, 

(3) i y =y^-^Ay)- 

La première solution est l'intégrale générale de (i) : c'est l'é- 
quation d'une tangente à la courbe C; la seconde solution est 
singulière, elle peut être représentée par les équations 

y = ax-^f{a), o==x-r-f{a) 

et sous cette forme on voit qu'elle représente l'enveloppe de 
la droite y = ax-\'/(a)^ c'est-à-dire la courbe elle-même. 

Ainsi l'intégrale de l'équation de Glairaut s'obtient en rem- 
plaçant la dérivée de la fonction inconnue par une constante, 
et la solution singulière en éliminant la constante entre Tin- 
tégrale générale et sa dérivée relative à la constante. 

Le problème qui a pour but de trouver une courbe con- 
naissant sa podaire dépend d'une équation de Clairaut. 

Pour trouver la podaire d'une courbe, en prenant Torigine 
pour pôle, désignons par jo^y les coordonnées d'un point 
quelconque de cette courbe : l'équation de la tangente en ce 
point sera 

la perpendiculaire menée par l'origine aura pour équation 

L'élimination de x^j- et y entre ces deux équations et celle 
de la courbe et de sa dérivée donnerait la podaire; mais, en 
supposant la podaire connue, l'élimination des coordonnées 
X, Y entre les équations précédentes et celle de la podaire 
donne l'équation différentielle de la courbe ; soit F(X, Y) = o 
l'équation de la podaire; celle de la courbe sera donc 

F[-(^_/^)_Z_,(^_y^)_l_,^]=o. 
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Cette équation résolue par rapport ky — y^^ donne un résul- 
tat de la forme 

c'est-à-dire une équation de Clairaul. 

La courbe cherchée est représentée par la solution singu- 
lière de cette équation; l'intégrale générale de cette équa- 
tion représente Tensemble des tangentes à la courbe cherchée. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la courbe dont 
la podaire est une ligne droite 

Y = c. 

L'équation différentielle de la courbe cherchée s'obtiendra en 
éliminant X entre les équations 

X-i- cy' = o, 
ce qui donne 

c'est une équation de Clairaut. L'intégrale générale s'obtient 
en remplaçant jk' psur une constante m, ce qui donne 

y = /na?-f-(i-f- m*)c; 

rintégrale singulière, qui est ici la solution intéressante, s'ob- 
tient en éliminant m entre cette équation et sa dérivée rela- 
tive à m ; 

o = a?H- acm, 
ce qui donne 

Ainsi la courbe qui a pour podaire une droite est une parabole, 
résultat connu. 

La recherche d'une courbe parallèle à une courbe donnée 
présente de l'analogie avec ce dernier problème ; soit en effet 
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-^=^: Téquation de la tangente à une courbe en fonction 

CL3/ 

de son coefficient angulaire est 

c'est une équation de Clairaut; Téquation d'une parallèle à 
cette tangente située à la distance / de cette tangente est 

(i) j^ =/ar -f- ç (y) ri / /i -+-/«: 

cette équation est encore une équation de Clairaut; son inté- 
grale générale est l'équation d'une tangente à la parallèle à 
la courbe donnée, son intégrale singulière sera l'équation de 
l'enveloppe de la tangente (i) dans laquelle y sera regardée 
comme une constante : cette enveloppe est la courbe parallèle 
cherchée. 

Ainsi, pour trouver l'équation d'une parallèle à une courbe, 
il suffira de chercher l'enveloppe d'une parallèle à la tangente. 
L'équation tangentielle de la parallèle s'obtient facilement en 
éliminant^' entre les équations suivantes, qui font connaître 
les coordonnées tangentielles ^, t) d'une tangente quelconque : 



i = 



w 

—y 



I 

7) = .. 

XI. — Équation de Lagrange. 

L'équation connue sous le nom d'équation de Lagrange est 
la suivante 

(I) 7 = ^/(y)-+-F(/); 

c'esty comme l'on voit, une équation du premier degré en xely 

contenant la dérivée ^=^ d'une façon quelconque. En la 
diiTérentiant, on a 

dy = dxf(y) + xf'(y) dy + Y\y)dy\ 
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en remplaçant dy pnr ydx, elle devient 

[/(/)~/]^ + ^/'(7')-F'(y) = o; 

celte équation, linéaire par rapport à Xj pourra être intégrée 
au moyen de quadratures et, en éliminant^' entre son inté- 
grale et (i), on aura l'intégrale générale de Téquation (i). 

Plus généralement, supposons qu'une équation dilTéren- 
lielle puisse être résolue par rapport à l'une des variables ^', 
et mise sous la forme 

la diffiérentiation donnera 

si Ton peut intégrer celte équation en x et y\ dans laquelle 
dx et dy n'entrent que sous forme linéaire, l'élimination de 
y entre l'intégrale générale de cette équation et ^ = F(x^ y) 
donnera l'intégrale générale de l'équation proposée. 



XII. — Généralisation des théories précédentes. 

Quand une équation différentielle est rebelle à toutes les 
méthodes exposées jusqu'à présent, on peut essayer de l'inté- 
grer en la différentiant. En combinant alors l'équation pro- 
posée avec celle que l'on a obtenue parla différentiation, il peut 
arriver que l'on parvienne à former une équation intégrable; 
l'élimination de^ entre le résultat de l'intégration et l'équa- 
tion proposée donne alors l'intégrale générale de cette équa- 
tion. 

Le succès de la méthode que nous venons d'indiquer ne 
doit jamais être considéré comme assuré ; il dépend beaucoup 
delà sagacité du calculateur, et nous en ferons bien connaître 
Tesprit en l'appliquant à quelques exemples. 

i" Trouver une courbe dont la normale partage en 
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deux parties égales l'angle des rayons vecteurs issus de 
deux points fixes, 

Uéquation difTérentielle du problème est, en posant ^^ =^'' 
et en appelant 2C la distance des points fixes, 

(i) y^xy —y'{y^ — x» — c« ) — a:^ = o; 

en dîfTérentiant celte équation par rapport à x, on a 

(2) y(2/yj7— 7«-f-a7«-+- c*)-h/»a:— 7y«-i-a^'— 7 =0; 
en élirainant^^ — x- — c* entre (1) et (2), on trouve 

et, en divisant par i +^'^, 

y'xy -T- xy'^ ^yy' = o. 
Divisant par xyy ^ on a 

y v' ^ 

y y X 
OU bien 

Ïogj'-T- lopj — logar = logconst. = logA-, 
d'où 

yy =kx=-- — -^:^x; 

en éliminant^ entre cette équation et la proposée, on trouve 

« 

en supposant bien entendu c^=i a- — 6*, ainsi qu'on devait 
s'y attendre. 

2*^ Un chien court après son maître d'un mouvement 
uni/orme, le maître parcourt aussi d'un mouvement uni- 
forme une ligne droite, la vitesse du chien rencontre 
constamment le maître, ou, si Von veut, la tangente à la 
courbe que décrit le chien rencontre sans cesse le maître, 
quelle est la courbe décrite par le chien? 

Prenons la trajectoire du maître pour axe des y et une 
perpendiculaire à cette droite pour axe des x. 
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Au bout du temps ^, l'ordonnée du maître pourra être 
représentée par a/, la tangente à la courbe décrite par le 
chien est représentée par l'équation 

Y-,. = (X-.)g, 
et, comme elle passe par le maître, on a 

mais, en appelant b la vitesse du chien ^ on a 

ds = b dt ou * = bt. 

s désignant l'arc du chemin parcouru par le chien ; on lire de 
là /, et, en le portant dans (i), on a 

as dy 

Pour intégrer cette équation, il faut d'abord la différentier, 
ce qui donne 



2/, . <^yiy^^^^ 

b\ dx^J dx'' 



ou bien, en posant -~ =y', 



a, ,.y dv' 

ou 

a dx __ dy 

Z X ~ y/TI^ryj' 
en intégrant, on a 

— I logar -4- loge = log(r'-f- /i -^j'O' 

c désignant une constante. Nous ferons — ^ = [a ; nous aurons 

alors 

cxV--^ c-^x-V- 



y = 



2 



Y = —, r arl*-^*H -, r a7«-H'-4- const. 

•^ 2({JL-+-I) 2(1— jJL) 
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La courbe en question porle le nom de courbe de pour- 
suite. 

En général, quand, dans un problème de Géométrie, Parc 
entre comme donnée, la recherche de cette courbe dépend 
d'une équation qu'il convient de différentier. Voici xio 
exemple : 

3® Trouver une courbe dont Varc soit une fonction de 
V ordonnée. 

En appelant s Tare, x, y les coordonnées d'un point de la 
courbe, on a 

«J = ?(7) 
et, en diflférentianL, 



v/^^^=»'<^>£^ 



on en conclut 

-(£)'=i'''-)i-f5)* 

et 

dx — dy v/l^'(7)J* — I, 
lorsque (p'^ sera de la forme 

^ ( niy -+• n)^ 

a, 6, c, m, n désignant des constantes, ou 

^ my -r- n 

On pourra obtenir x sous forme finie en fonction dey; nous 
examinerons les cas suivants : 

1" cp = a, ®' = o, 

a* tp = a7, <p'=a, 

3*» <p = alog7, ?'= -> 

4»<p = 2a^, cp'=^» 
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i^ ^ = a donne x =y\/ — i -h c : ainsi les courbes dont 
l'arc est de longueur constante sont les droites isotropes. 

2** ç = ay donne x z=zy\Ja^ — i + const. : ainsi les lignes 
droites sont les seules lignes dont l'arc soit proportionnel 
à V ordonnée. 

3® Prenons <p = a logj^, nous aurons 

ar=J yj^ - I dy =J^ /a« -7» dy 

Nous poserons^ = a cost/; nous aurons alors 

ra^'m^udu padu C \ 

-±LX — \ = / I adu cos u 

J cosu J cosu J 



ou 



Ht a? = alogtang- f ) — asinu. 



4** Prenons rf=:*^a\]y\ nous aurons 



-m 



idy 

*J Y J 

ou bien 

Nous transformerons les coordonnées et nous poserons 
nous aurons alors 






et, par suite, en changeant j^^t en^, 

X =. r arc sin — -H v^r* — j* + const, 

En posant 

7 = rsin<p, 
cette formule donne 
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on reconnaît les équations de la cycloïde, et mieux , en rem- 
plaçant <p par — h <p, y par r — y, et x par — f- ^, 

y = r(i — COS©), 
X = r(cp -H sincp). 



Xni. — Équation de Jacobi. 

Jacobi a donné le moyen d^intégrer les équations de la 

forme 

Ldx -+-Mdj^ -h'Siydx — xdf) = o, 

où L, M, N désignent des fonctions linéaires de x ely. Nous 
généraliserons cette équation, et nous la présenterons sous 
une forme un peu différente. Nous introduirons une variable 
Zj afin de rendre les formules homogènes, et nous supposerons 
cette variable égale à 1, après avoir effectué les différentia- 

tions indiquées. Nous remplacerons ainsij^eto^par ^^et -> dr 

1 , j y zdy — rdz , zdx — xdz 

sera remplacé par a ^ ou par — ■ — ^ ' "«^ P^*' — 



z^ 



de sorte que Téq nation proposée prendra la forme 

(1) L{zdy — ydz) -^ M{xdz — zdx) -h ^{ydx — xdy) = o. 

Quand on fait ^ = i , cette équation se réduit à la proposée, 
à cela près que L y est remplacé par — M et M par L. Nous 
nous occuperons spécialement de l'équation (i) et nous sup- 
poserons d'abord que L, M, N sont des fonctions entières 
homogènes de degré quelconque m. 

Les fonctions L, M, N sont homogènes, et, tout en leur 
conservant leur homogénéité, on n'altère pas l'équation en 
les remplaçant par L 4- A^, M + A^, N + Az, A désignant 
une fonction homogène de degré moins élevé d'une unité 
que L, M et N. 

Pour la commodité du langage^ nous considérerons x, y^ Zy 
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cooime représentant les coordonnées homogènes d^un point. 
Nous pouvons écrire l'équation (i) 

(Mz — fiy)dx-h(Nx-' Lz) d}r-h{Lx — Mx)dz = o, 

et l'on voil que les points pour lesquels on a 

(>) Mz — N^ = o, Nar — Lz = o, L^ — Ma? = o, 

ou 

t = - = 5 

» 

sont des points où les rapports dx \ dy \ dz seront indéter- 
minés : on donne à ces points le nom de points singuliers ; 
la tangente de la courbe intégrale y est indéterminée. 

L, M, N étant entiers et de degré /w, Une saurait y avoir 
plus dem+ i points singuliers en ligne droite. 

Sans quoi deux des courbes (a) auraient plus de /n-f- i 
points en ligne droite, ce qui est absurde, puisqu'elles sont 
de degrés /n -h i . 

Sim-h i points singuliers sont en ligne droite j l'équa- 
tion de la droite qui les contient est une intégrale de 
V équation (i). 

Eq efiet, prenons cette droite pour axe des x\ en faisant 
X = o dans (2), on doit avoir m -j- 1 solutions ; donc 

Lz = o, L/ = o 

doivent avoir m -j- i solutions quand on y suppose x=o\ 
donc L est un polynôme de degré m possédant m + i racines, 
ce qui est absurde, à moins qu'il ne soit identiquement nul 
pour X = o, ce qui exige que L contienne x en facteur; mais 
alors Téquation (i) est satisfaite pour o; = o : donc l'équation 
de la droite en question est bien une intégrale de l'équation. 

Lorsque les polynômes L, M, N sont du premier degré, 
et c'est le cas examiné par Jacobi, m -^ i = 2 et les droites 
passant par deux des points singuliers sont des solutions. 
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Les équations (2), dans le cas où L, M, N sont du premier 
degré, ont trois solutions finies. Prenons les droites qui 
joignent les trois points singuliers correspondants pour axes 
de référence; l'équation (1) devra être satisfaite pour oc = o, 
ce qui exige que L contienne x en facteur; de même M! doit 
contenir y y et N doit contenir z : donc on doit supposer 
L = aXy M = by^ N = cz^ a, 6, c désignant des constantes, 
et Téquation devient 

{b — c)yz dx -r-{c — a)zxdy -h (a — b)xydz =0 

ou 

b — c , c — a , a — b , 
dx -i dy H dz = o, 

X y -^ z ' 

d'où Ton tire 

xà-cyc-aj^a-b — cODSt. 

Telle est l'intégrale de l'équation de Jacobi : il faudra, bien 
entendu, y remplacer x, y, z par leurs valeurs en fonction 
des variables primitives. 

Encore un mot avant d'abandonner ce sujet. 

Pour que/(a:, j^, 5) 3=0 soit une solution de (i), /dési- 
gnant une fonction homogène, il faut que l'équation 

àf, df, df ^ 

~fL dx ~h y- dy -h — dz = 

ox dy '^ dz 

fournisse pour les rapports dy l dx l dz, - , - des valeurs 

satisfaisant à (i). Mais on peut présenter cette condition 
sous un autre aspect : on a, en eflet, 



d'où l'on tire 



àf àf df 

ôx dy-^ dz 



^ : (ydz ^ zdy) = ^: (zdx ^xdy)= ^: {xdy -ydx). 

Si l'on remplace alors ydz — zcly, . . . par ^ • • • dans (1), 
on a 
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el cetle équation a lieu quand (i) et/== o ont lieu en même 
temps; si donc/= o est une intégrale de (i), Téquation (4) 
sera une conséquence de /= o, et, par suite, on aura identi- 
quement 

ox oy az '' 

z désignant un polynôme de degré m — i . Réciproquement, 
si cette formule a lieu identiquement, /= o sera une inté- 
grale de (i). On pourra donc découvrir des solutions de (i) 
en rem plaçant/ par un polynôme à coefficients indéterminés 
et homogène et a par un polynôme de degré m — i . 

Quand on connaît un certain nombre de solutions par^ 
ticulières de V équation (i), on peut en déduire la solution 
générale. 

En effet, si Ton connaissait une solution de l'équation 

homogène de degré zéro, en l'égalant à une constante, on 
aurait l'intégrale générale de (i). En effet, si l'équation (4) 
et la suivante ont lieu 

df df âf 
on aura 

et par suite, en comparant avec (i), 

-^ cte H- -r- ov -i- "T" a-3 = o, d où / = const. 
ôx ày -^ dz ' "^ 

Cela posé, on a identiquement, en appelant (p une fonction 

L. — Traité d'Analyse, V» 6 
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de u, Vf w, . . ., 

(5) L -?- + M -^- -h N ^ = ^ /l — -+- M — -^ N -"^ 
dx dy dz du\ dx dy as) 

d^ / ô^ N ^ N É^\ 
dv\ dx dy âz / 

Supposons que Uf v^ ... soient des solutions particulières de 
(i), en sorte que 

- du -- du _, du . dv « 

dx dy dz dx ' 

en appelant a, 6, c, ... des exposants con^'enables el en 
posant cp(tt, Vs . . ,) = u^v^ . . . , la formule (5) donnera 

d^ ()© do 

dx dy dz 

= cp(aa-+- b^ -h. ..)• 

Si donc on peut prendre aa + ft^ -f- . . . = o, et, en appelant 
les degrés de w, ç», . . . , [jl, v, . . . , si l'on peut prendre 
«[jL-h 6v -r . . .=: o, la fonction cp sera homogène de degré 
zéro et satisfera à Féquation (4); en l'égalant à une constante 
on aura la solution générale de l'équation (i). 



XIV. — Caractéristiques de M. Fonret. 

Considérons l'équation différentielle 

ou y =: --^' Cette équation définit une famille de courbes, et 

l'on appelle caractéristiques de cette famille le nombre jji 
de courbes pouvant passer par un point donné M, et le nom- 
bre V de ces courbes qui touchent une droite donnée. 

Nous supposerons l'équation (i) algébrique : alors le degré 
de cette équation par rapport à y indiquera le nombre [jl de 
branches de courbe passant par le point (x^y). Si l'on suppose 
y constant dans la formule (i), cette équation représentera 
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le lieu des points pour lesquels les courbes de la famille qui 
constitue l'intégrale générale touchent une droite parallèle à 
une direction donnée y , 

Si Ton pose^ = J^^ + c, J'équation 

/(a?, yx -^ c, y) = o 

fera connaître le nombre v des points où la droite jk = ^'-3? -4- c 
louche les courbes intégrales : ce nombre est le degré de /par 
rapport k x el y. 

Application, — L'équation générale des coniques passant 
par quatre points est, en appelant s et s' deux polynômes du 
second degré en x ety, 

L^équation différentielle de ces coniques s'obtient en élimi- 
nant c entre 

as , ds , /as' _, as' \ 

et 5 + c^^ = o ; cette équation est donc 



. / ^. ,ds\ I fds' ds' A 



i/ds^ 
s\dx 



et le lieu des points de contact de ces coniques avec une droite 
parallèle ky = yx est donné par Téquation précédente ou 



1 ds i ds' ,/i 
s dx s' dx \s 



i ds ' ^*'\ __ 
dp s' dy)"^' 



Ce lieu est une courbe du troisième degré qui passe par les 
intersections des coniques données et par le point de con- 
cours des diagonales du quadrilatère inscrit à ces coniques. 

11 est facile d'écrire Téquation générale des coniques 
inscrites dans un quadrilatère : en effet, soient X, Y, Z des 
fonctions linéaires (premiers membres des équations des dia- 
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gonales du quadrilatère circonscrit); on a, pour TéquatioD des 
coniques en question, 

( A ) c« X« — c ( X« -f. Y« — Z» ) -h Y« = o. 

En effet, cherchons l'enveloppe de ces coniques : il faut éli- 
miner c entre cette équation et 

acX«-(X»H-Y«-Z«)=o, 

ce qui donne Téquation des côtés du quadrilatère : 

(X-+-Y + Z)( — X-hYH-Z)(X — Y-4-Z)(X-+-Y-Z) = o. 

Cherchons l'équation différentielle : îl faudra éliminer c entre 
(A) et sa dérivée 

et Ton obtiendra une équation du sixième degré lieu des 
points de contact avec une parallèle ày =yx. 

Mais revenons au cas général ; cherchons à résoudre le pro- 
blème suivant : 

Trouver le lieu des points de contact des tangentes issues 
d^un point M et menées à toutes les courbes de la famille 
dont Véquation différentielle est 

Soit 

(a) ¥{x,y, c)-o 

l'équation intégrale, les points de contact cherchés seront 
donnés par l'équation 

(3) _(^_«;+_(^_p,=0, 

a et ^ désignant les coordonnées de M; or on obtient (i) en 
éliminant c entre (2) et 

àV ^ dF ^ 
(4) -^dx^-dy^o. 
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Le lieu des points de contact cherchés s'obtient en éliminant 
c entre (3) et (2); or (3) ne diffère de (4) que parce que y 

y est remplacé par ^-—5 ; donc le lieu cherché a pour équation 



fi-r.'^^ 






11 est, comme l'on voit, de degré jx -h v, jji et v désignant 
les caractéristiques de la famille (i). Si l'on suppose a = o, 
3 = 0, les termes du degré le moins élevé de la courbe seront 
d'ordre [x et par suite, en M, le lieu aura un point multiple 
d'ordre ja. 

n résulte de là que : 

Pour qu^une courbe transcendante puisse faire partie 
d'un système aux caractéristiques {^^ v), il faut que les 
points de contact des tangentes menées d^un point M à 
cette courbe soient situés sur une courbe d'ordre [x + v, 
ayant un point multiple d'ordre \k en M. 

Cette condition est suffisante. 

En efiet, si elle est remplie, elle le sera en particulier quand 
on prendra M à l'infini dans la direction ^ = j^' j: ; soit 

l'équation de la courbe de degré [x -[- v qui contient les points 
de contact des tangentes parallèles k y^=y x. L'équation (5) 
est une relation entre les coordonnées de la courbe transcen- 
dante donnée et le coefficient angulaire y de sa tangente 
variable, quand le point M se déplace : c'est donc l'équation 
différentielle de cette courbe; elle définit un système aux 
caractéristiques (p.jv), car, la courbe (5) ayant un point 
d'ordre [x à l'infini, son degré est v en x ety ; mais ce qui est 
curieux, c'est que la courbe transcendante ne peut faire 
partie que d'un seul système ((x, v). 
En effet, si elle pouvait appartenir à deux systèmes 

?(^» y y /) =^ o» ^'C^» 7» y') = o> 
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les équations 

représenteraient la même courbe algébrique, quels que soient 
et et p, et, en particulier, cp(:r,j>^, ^')=:o et ij^(^,y,^') == c> 
devraient, quel que soit j/^, représenter la même courbe algé- 
brique : ces équations seraient donc identiques. 

exemple. — La courbe y = logâ? satisfait à -^ = — ou 

j? j- — 1 = 0", ses caractéristiques sont (i , i), et elle ne peut 

satisfaire à un autre système de mêmes caractéristiques. 

La sinusoïde a pour équation y'* 4-y^ = a=^; ses caracté- 
ristiques sont (2, 2); le lieu des points de contact des tan- 
gentes qu'on peut lui mener d'un point (a, p) appartient à la 
courbe 

c'est une courbe du quatrième degré. 

La théorie des caractéristiques, que nous venons d'exposer, 
est due à M. Fouret. 



XV. — Des trajectoires orthogonales. 

On appelle trajectoires d'une famille de courbes une 
seconde famille qui coupe les courbes de la première sous 
certaines conditions. 

Les trajectoires orthogonales d'une famille de courbes 
sont des courbes coupant celles-ci à angle droit. Soit 

l'équation d'une famille de courbes, c la constante qui entre 
dans leur équation. En éliminant c entre cette équation et sa 
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dérivée relative à :r on obtient 

dx ày -^ 

c'est TéquatioD différentielle à laquelle conviennent toutes 
les courbes de la famille. Réciproquement, si l'on donne une 
équation différentielle 

\\) V dx-^Q^{ty = 0, 

sa solution étant de la forme /(^,j^, c) = o, elle pourra être 
considérée comme l'équation d'une famille de courbes. Soit 
donc proposé de trouver les trajectoires de la famille de 
courbes représentée par l'équation (i); on en tire 

^/ _ _ P . 
</x ■" Q' 

c'est la valeur du coefficient angulaire de l'une des courbes 
de la famille passant en x,y] alors ^ sera le coefficient angu- 
laire de la trajectoire orthogonale passant au même point et 

dx F 

sera son équation différentielle : il est clair que les trajec- 
toires orthogonales forment une famille qui constitue l'inté- 
grale de cette équation, que l'on peut écrire 

y* dy — Q^dx = 0, 
Exemples. — i° 



x^ 



v^- r = I 



a* — a» 6« — w* 

représente une famille de coniques homofocales; en différen- 

liant, on a 

X dx y dy 

. . _i_ — îi ■! z=: O * 



1 
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en éliminant u entre ces deux équations, on trouve, en dési- 
gnant par h^ la différence entre a^ et 6^, 

c'est l'équation différentielle de la famille en question. 

Cette équation ne change pas quand on change ^ en — -y- ; 

donc elle appartient aux trajectoires orthogonales : nous 
l'avons d'ailleurs intégrée plus haut. 

Les courbes représentées par une équation de la forme 

en général, sont à elles-mêmes leurs propres trajectoires 
orthogonales. 

2° Les lemniscates ayant pour foyers les points ( — c, o) et 
(-h c, o) ont pour équation 

a désignant une constante; leur équation différentielle s'ob- 
tient par simple différentiation : elle est 

(a7'H-j'-h c^)( T dx -•- y df) — ic*xdx = o; 

celle des trajectoires s'obtient en changeant ^ en — -y~; 
elle est donc 

(a7*H-J^»-H c^){xdjr —y dx) — ic^x dy = o 
ou 

(i) (x*'^y^){x dy —ydx) — c'^{x dy -^y dx) = o. 

Le premier terme a pour facteur d'intégrabilité (p. 44) 

y 



— r — -: en le multipliant par ce facteur, il devient rf— ; 

son facteur général est donc ^ . ' ,. % f\~]' L'autre terme 

\x -r" y )x \ ^ / 
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a pour facteur F(xy) : on doit donc avoir, pour facteur de 
Féqualion (i), 

d'où Ton tire 






ce qui aura lieu quand les deux membres seront constants. 

On peut donc prendre pour facteur— ^—j- En appliquant ce 

X y 

facteur, Téquation (i) devient 



\.'<m 



X dy — y dx c^{xdy -^y dx) ___ 



x^ x^y* 

ou 



[•^(S)"']<?)--'ï^''(^)=» 



y X c^ , 
1 = const. = A' 



^l, en intégrant, 

X y jy 
ou 

y^ — x^ — kxy = — c' i 

c'est Téquation d'une série d'hyperboles équilatères passant 
en j^ = o, x= ±1 c. 

3** Les trajectoires orthogonales d'une famille de droites 
peuvent toujours s'obtenir par de simples quadratures; 
(lu reste, les droites en question enveloppent une certaine 
courbe; leurs trajectoires orthogonales sont les dévelop- 
pantes de cette courbe : nous allons donc avoir à notre dis- 
position une méthode nouvelle pour trouver les dévelop- 
pantes des courbes planes. 

L'équation des droites en question est une équation de 
Clairaut : c'est l'équation d'une tangente à une courbe en fonc- 
tion de son coefflcient angulaire (p. 69); elle est de la forme 

y=yx-^-f{y') 
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OU 



F(7 — y ar, /) = o. 

Les trajectoires orthogonales s'obtiendront en remplaçant ^>-' 
par 7; on aura alors 

y 






c'est une de ces équations qui, mise sous la forme 

coïncide avec Téquation de Lagrange et peut s'intégrer par 
de simples quadratures. 

Les courbes intégrales n'ont pas en général d'enveloppe, 
mais l'enveloppe est remplacée par un lieu de rebroussemenls 
qui est la courbe elle-même. 

4® Cherchons encore l'équation des trajectoires orthogo- 
nales d'une série de paraboles homofocales ayant le même 
axe 

Leur équation dilTérentielle, obtenue en éliminant p entre 
cette équation et sa dérivée relative à x est 



\dx) 



dv 



on en tire d'abord y = o, puis 



(dyy dy 



Cette équation est telle que le produit de ses racines est — i ; 
donc elle est aussi celle des trajectoires orthogonales et il 
est inutile de l'intégrer; les paraboles en question sont donc 
à elles-mêmes leurs propres trajectoires. 

Si cependant on tenait à intégrer l'équation à laquelle 
on est parvenu, on pourrait prendre pour variables x et 
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r = yjoc'^ -^ y^ ; en effet, réquation proposée, résolue par rap- 
port à -^ , donne 

-z— = = — ou y dy — dx{x zz r). 

et, le cliangement de variable effectué, on a 

rdr — X dx = X dx ±L r dx 
ou 

r dr = (^x zh r) dx. 

Cette équation (p. 55) est homogène; son intégrale est 

r — X = const. ou r — x=/?, 

qui revient à la proposée. 

5** Parmi les courbes orthogonales, nous signalerons encore 
les ovales de Descartes, représentées en coordonnées bipo- 
laires r et r' par les équations suivantes, où a est une con- 
stante donnée et a, ^ des constantes arbitraires, 

r — ar = a, r'-h ar = ^\ 

ce que l'on peut vérifier en construisant les normales aux 
deux courbes par la méthode de Poinsot. Les mêmes équa- 
tions dans le système pôle-directrice fournissent aussi des 
courbes orthogonales. 

6* La méthode de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques n'altère pas les angles; elle permet donc, étant 
données des figures orthogonales, de trouver un autre système 
également orthogonal. 

7** Les transformations homographiques altèrent en général 
les angles; on peut toutefois se demander quelles sont les 
lignes orthogonales qui restent telles après avoir subi une 
transformation homographique. 

Pour répondre à cette question, on peut disposer les figures 
de manière qu'elles soient homologiqucs : cela fait, en pre- 
nant le centre d'homologie pour origine et Taxe d'homo- 



9^ CHAPITRE II. 

logie parallèle à l'axe des j^, on a les formules de transforma- 
tion (p. 59, t. IV) 



A = 7-> 

(I) ' ""-^ 

Y = ^y 



X 



a el h désignant des constantes. Soient 8 et ûf deux caracté- 
ristiques relatives à deux déplacements orthogonaux : on 
aura 

(?) oXrfX-+-8Y^=:o, 

( 3 ) Zx dx -\- Zy dy = o. 

Or on a 

,.p ah dx ^ ahtx 

X— h {x—hy^^ x^h {x-~h)*' 

(2) donne alors 

l{x — h)^ (ic — A)*J (ar — A)* -^ "^ 

— i^xdy -i- Sv ûfa?) ; — "^ , .^ = o 
ou, en vertu de (3), 

y r/^ry 1 ^r__i ^^! y* i _ 

(X — Aj'LVrfa^/ 'J"^ i/o: [(a? -A)» (a? — A)* ( a? — A )* J "" **' 
ce que l'on peut encore écrire 

y(^-A)[(£)'—] + giï^-A)'-A'-r»]=o. 
Si l'on remplace x — h par x el-^ par^, on a 

^y(y'^ — i) -^y (^' — ^« — A») == o. 

On reconnaît l'équation d'une série d'ellipses et d'hyperboles 
homofocales : h est la demi-distance focale, x — A = o ou 
x = h est l'équation de tous les grands axes (p. ^4)» 
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ZVI. — Méthode propre à fonmir une infinité de systèmes 

orthogonaux. 

Nous avons va que, si/(ar -h j^y^ — i j^^ X -f- Y^ — i dési- 
gnait une fonction monogène, c'est-à-dire une fonction ayant 
une dérivée unique, on avait 

dx ~ ày^ ày ~~ dx 

Si Ton fait décrire au point dont les coordonnées sont x e\y 
un certain chemin, le point X, Y décrit un autre chemin 
correspondant. Appelons 5 et S ces chemins : on a 

^ -^ \àx dy ày dx) 

à{x,y)' 

dS est donc proportionnel à ds. Il résulte de là que, si l'on 
considère un triangle infinitésimal de côtés ds, ds'j d^\ décrit 
par le point (x, y), à ce triangle correspondra un triangle 
de côtés rfS, rfS', rfS", décrit par le point (X, Y); les côtés 
du second triangle étant proportionnels à ceux du premier, 
ces deux triangles sont semblables; ils ont donc les angles 
égaux, et, par suite, à deux courbes dsy ds! décrites par le 
point (x^y) correspondenl deux courbes rfS, rfS' décrites par 
le point (X, Y) qui se coupent sous le même angle. Nous 
allons maintenant étudier les conséquences de ce théorème. 
Supposons que le point (X, Y) décrive des droites issues 
de l'origine et des circonférences concentriques à Forigine : 
Targument Aef{x) dans le premier cas, son module dans le 
second cas, resteront tour à tour constants ; les lignes décrites 
parle point (X, Y) sont orthogonales ; donc les lignes décrites 
parle point {x^y) seront aussi orthogonales. 
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Quand le point ( X, Y) décrit les cercles en question, on dit 
que le point {x,y) décrit les courbes d'égal module de la 

fonction f{oC'\-y^ — i); quand (X, Y) décrit des droites 
issues de l'origine, le point {x^y) décrit les courbes df^égal 

argument de /(x 4-^ y^ — ' ) ' '^^ courbes d'égal module 
et d'égal argument sont orthogonales. 

Cherchons les courbes d'égal module d'une fonction ration- 
nelle 

., . (z — a)(z — b)...(z — l) 

t{Z)= ■■ r-^ > 

a, b, ..., a, p, ... désignant des quantités constantes. 

Faisons z = x -\-y\J — 1 5 le module de/(5) est égal à 

modC^ — a) mode 5 — 6) . . . ^ 
inod(^ — a)mod(^ — p) . . . * 

or le module de js — a est égal à la distance r^ du point z au 
point a\ les courbes d'égal module, c'est-à-dire le lieu des 
points pour lesquels le module A^ f(^z) sera constant, jouiront 
donc de la propriété exprimée par l'équation 

(2) = const. 

L'argument i\e f{z) est égal à 

arg(^ — a)+ arg(^ — 6)-h. . .— arg(^ — a) — arg(-3 — P) — ...; 

or arg(5 — a) est égal à l'angle 9^ que fait la droite allant 
du point a au point z avec l'axe des x\ les courbes d'égal 
argument de /(^), c'est-à-dire les lieux des points pour 
lesquels l'argument de f{z) est constant, ont pour équation 

( 3 ) 6a -h Ô4 4- . . . -h 0/ — Oa — ôp — . . . — ôx = const. ; 

les courbes définies par les équations (2) et (3) constituent 
donc un système orthogonal - 

Nous allons établir quelques propriétés des courbes qui 
nous occupent : 

1° D'abord leurs tangentes se construiront on ne peut plus 
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facilement par la méthode de Poinsot et, par suite, les tan- 
o^entes à leurs trajectoires orthogonales (t. II, p. 26); leurs 
rayons de courbure sont fournis par la méthode exposée 
;'t. II, p. 122). 

2® Elles présentent parfois des points multiples : ces points 
multiples sont les points où la dérivée de /(z) s^annule, et 
les tangentes au nœud forment les rayops d'un polygone 
régulier, résultat que j'ai donné dans ma Thèse. 

3° Reprenons l'équation 

m) = const. = K» 

Soient «1 et a^ les coordonnées du point a, b\ et b^ celles 
du point 6, etc.; on aura, en appelant x^ y les coordonnées 
iVun point de la courbe, 

r2 = (a? — a, )* H- ^7 — a,)«, 
cl. si Ton pose 

«1 -r aj v/ — I = a, a\ — aj y/ — i = a', 
etc., on pourra écrire (i) ainsi 

{z ~ rtVV — a'Uz — hMz' -- h'). . . 



(._a)(5'-a')(5->)(V-p';... 



= ^«, 



i)u, en posant, égale à/*' (5'), la fonction obtenue en changeant, 
dans f^a^by • . . , 2, ... en a', 6', . . • , ^' • • • 9 

Nous ferons 

en désignant par cp, i^^ ç', iJ les fonctions entières qui servent 
de numérateurs et de dénominateurs ^ f e\ f \ (2) s'écrira 
alors 
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OU, en appelant w et co' deux constantes, 






c'est-à-dire 



[cp(^)4-co4;(^)1[^»y(V)- r -ai>'(V)1 ^ 
[9(j5)-i-(o'i!;(^)J[A-«f(5')-hai©'('S')] 

Cette équation est de même forme que (2), mais les points 
fixes ne sont plus les mêmes ; ce sont les racines d'équations 
nouvelles difierentes de ç = o, (f ' = o, ^=zo, ^- =o\ mais 
les nouveaux pôles ne seront pas les mêmes pour toule la 
série de courbes à laquelle appartenait la courbe définie par 
l'équation (i) pour une valeur donnée de k. Donc : 

Une fonction rationnelle étant donnée, ses courbes 
d'égal module pourront être les courbes d'égal module 
de bien d'autres fonctions rationnelles. Cette remarque est 
de M. Darboux. 

4" L'un des nouveaux pôles pourra être choisi arbitraire- 
ment; en effet, on peut choisir co et w' de manière que le 
premier membre de (3) s'annule ou devienne infini, pour 
deux valeurs données, l'une de z et l'autre de 5'. 

5® On peut déterminer les foyers des courbes qui nous 
occupent de la manière suivante : formons l'équation (3) et 
déterminons <o et co' de manière que deux des nouveaux 
pôles soient confondus; Téquation correspondante de 1^ 
courbe sera, par exemple, de forme 



et les points d'où émanent les rayons doubles seront évidem- 
ment des foyers. 

Les courbes que nous venons d'étudier sommairement com- 
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prennent le cercle — = const., la lemoiscale Va ^h = const.; 
on peut donc dire que : 

Les trajectoires orthogonales d^ une série de cercles, tels 
que le rapport des distances de leurs points à deux points 
fixes soit constant se compose d*une série de cercles passant 
par les deux points fixes. 

Les trajectoires orthogonales d'une série de lemnis- 
cates ayant les mêmes foyers sont des hyperboles équila- 
tères qui passent par les foyers. 

La théorie des imaginaires fournit encore un autre exemple 
de trajectoires orthogonales; ainsi les équations 

à\ _ày ^ __^1 
dx dy ây dx 

■ 

qui expriment que les premiers membres des équations 

\dy -\- \dx — o, 
\dx — Xdy ~o 

sont des différentielles exactes, expriment aussi que les 
courbes représentées par ces équations sont trajectoires or- 
thogonales les unes des autres. De là une foule de s^^stèmes 
dont les trajectoires orthogonales s^obtiendront par des qua- 
dratures. Quand on prend X -|- Yy^ — i = x ~\-y\ — i , les 
équations précédentes représentent des hyperboles équila- 

tères. Quand on prend X -f- Y y — i = ( j? -f-^ y — i )*, on a 
les courbes orthogonales 

y* x^ 

x^y — :^ = const., xy* — - = const. 

XVII. — Sur les connexes. 
Considérons une équation à six variables, homogène, 

dans laquelle x^ y, z sont les coordonnées d'un point et 
L. — Traité d'Analyse, V. 7 
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Ç, Tj, Ç les coordonnées langentielles d'une droite. Celte 
équation représente ce que Clebsch appelle un connexe. Un 
connexe est algébrique ou transcendant, suivant que son 
équation est algébrique ou transcendante. ' 

Dans le cas où le connexe est algébrique, son ordre est le 
degré de /par rapport à x^y, z. Sa classe est le degré de/ 
par rapport à Ç, t^, Ç. 

Clebsch appelle coïncidence Tensemble de deux connexes 
ou plutôt l'ensemble des valeurs x^ y^ z-^^^r^^'C^ satisfaisant 
à la fois aux équations de deux connexes. 

Si Ton considère trois connexes, on peut entre leurs équa- 
tions éliminer x, j^, 5 ou Ç, Tj , Ç ; ils peuvent donc être censés 
représenter un couple de courbes, l'une en coordonnées or- 
dinaires, l'autre en coordonnées tangenlielles. 

Considérons un point P et une droite D appartenant au 
connexe (i), c'est-à-dire dont les coordonnées satisfont à 
l'équation du connexe; simultanément, P et D constitueront 
un élément du connexe. 

Au point P correspond une courbe enveloppe F qui a pour 
équation (i), dans laquelle x^ y^ z sont remplacés par les 
coordonnées deP; de même à la droite D correspond une 
courbe C, dont l'équation est (i), dans laquelle Ç, r^, Ç sont 
remplacés par les coordonnées de D, et, si le connexe est de 
^ji-me ordre qi j^ ^»'"me classe, m et n seront le degré et la 
classe des courbes F et C. 

Ceci posé, soient P et D un élément du connexe (i), P 
étant un point de C qui correspond à D, et D une droite tan- 
gente à F qui correspond à P. Soient x^^ y^, Z\ les coordon- 
nées du point P| de contact de D et F; Ç|, Tji, Ç, les coor- 
données de la tangente D, à C menée par le point P ; P| et D| 
constitueront un élément d'un nouveau connexe que l'on 
appelle conjugué du premier (i). 

Le point {x\,y^^z^) esta l'intersection des deux tangentes 
Ç, 71, î; et S -+- ^i, VI -\-d-i\, 'Q"\-d'C, : la droite Ç,, r^, ^t joint 
les points x, y, z el x -h rfx, y H- dy^ z + dz^ x, y, z res- 
tant constants quand Ç, r,, ^ reçoivent les accroissements 
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rfç, rf/,, cP^ et Ç, Ti, ÎJ restant constants quand x^ y, z reçoi- 
vent les accroissements rf»r, dv, dz. On a donc 



dx dy 



« 2 » -r- dx -f- -'— dy -{- ^ dz — o. 



àf ., df , df ^ 
..dl^^dn-^^^dr.o. 

On a d'ailleurs 



^1 _ y\ _ -g| 

. I , — — 



y dz — z dy z dx — x dz xdy — y dx 
eU comme conséquence de ces équations, 

'Tl. X^\ -+- JiT, -^-Zx\ -o, 

vSi Ton remarque qu'en définitive dX^ et ^^/^ sont nuls, les for- 
mules (8), (9), (2) et (3) donneront 

\ \^ dx" Tj, c(^ ~ ïi O5' 

MO) ' 

en éliminant entre ces équations et (i) ç, r,, !J, ^, >', 3, on 
aura Téquation du connexe conjugué. 

Le conjugué du connexe conjugué def=z o est le connexe 
f=-o lui-même. 

En effet, soit F(a:i, j^,, ^^i ; Ç4, r,<, !J,) ^- o l'équation du 
connexe conjugué de f=o; si, dans l'équation F = o, on 
remplace X|,j^,, 5|, Ç|, -/i,, ^, parleurs valeurs proportion- 
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nelles (lo), on reproduira /à un facteur M près. Aînsi 

ou, en posant pour abréger -p =/,..., ^ =y^^ . . . , 

*'(/!» • • • j y 1» . . . ) = "V C^ï • • • » s> • • • )î 
or le connexe conjugué de F sera donné par 

I ()F _ I dF _ I aF 

I tJF I dF I <^F „ 

ou, si l'on veut, 

OU bien encore, en observant qucy--o et que, par con- 
séquent, —~ =M T^» 

* aa da 






Or on a 



et, par suite. 



mais 



donc 



tndf r-.^f^dx -^^x dfx, 
ndf = ^f\d^,.^^\df,; 

df-^^Mx^^f\dl 
{n^--n^i)df^^xdf,-^^^^d/\ 
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Il résulte de là que 

{ m -^ n — i)-^=a:, (m-f-n— i)-r~=/, ..., 

les formules (ii) donnent alors 

ce qui démontre notre théorème. 

Pour terminer ce que nous avons à dire du connexe con- 
jugué, nous ferons observer qu'un connexe peut être son 
propre conjugué; les connexes, qui sont à eux-mêmes leurs 
propres conjugués, sont définis par Téquation 



X 


_ y 




z 


x[ 


yt 




> 






dont il paraît difficile d'obtenir la solution générale, mais 
dont on peut avoir facilement des solutions particulières. 



XYIII. — Goincidence principale. — Connexe identique. 

Le connexe 

(i) ar$-f-77)-r .sÇ=o 

est ce que Ton appelle le connexe identique; au point (j:,^, z) 
dans ce connexe, correspondent toutes les droites passant 
par ce point, et à la droite (Ç, r,, IJ) correspondent tous les 
points situés sur cette droite. 
Soit 

(^) fi^^y^^j ^ TQ. = 

l'équation d'un connexe quelconque ; les équations (i), (2) 
représenteront ce que l'on appelle la coïncidence principale 
du connexe (2). Dans cette coïncidence, au point {x^y^ z) 
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correspondent nn nombre fini de droites passant par ce 
point, et à une droite (Ç, r,, ^) correspondent un nombre fini 
de points situés sur cette droite. 

Supposons que l'on donne k x^y, z des valeurs a^ b, c\ 
en vertu de (2), la droite ($, Tj, Ç) enveloppera une courbe F : 
et, en vertu de(i), (2), au point (a, è, c) correspondra une ou 
plusieurs tangentes à F contenant le point (a, 6, c^. Si Ton 
donne à (Ç, r^, Q des valeurs a, p, y, le point {x^y^ z) se trou- 
vera, en vertu de (2), sur une courbe C, et, en vertu de (i / 
et (2), à la droite (a, p, y) correspondront un nombre fini de 
points situés sur la courbe G et sur la droite (a, p, y). 

A chaque point {^x^y, z) correspondent un certain nombre 
fini de droites passant par ce point ou, si Ton veut, un nombre 
fini d'éléments dx^ dy, dz dans la direction de ces droites ; 
entre x, j', z et dx^ dy^ dz^ il existe une relation que nous 
allons chercher, et qui définit une famille de courbes. 

Quand x^y^ z croissent des quantités dx, dy^ dz^ dont il 
vient d'être question, Ç, r,, ^ restent constants : on a donc, 
non seulement 

^x-^r^y-{- X,z =0, 
mais encore 

^ dx ^ r^ dy -T- X^ dz — o 

et, par conséquent, 



t 

»» 



ç 



y dz -- z dy z dx - - x dz x dy — y dx ' 

portant les valeurs de Ç, r,, !^ dans (2), on a 

(3) f{x,y, z, ydz —zdy, zdx — xdz, xdy—ydx) = o\ 

telle est l'équation difierentielle qui définit la famille de 
courbes dont nous avons parlé et que nous appellerons les 
courbes connexes de /"= o. 

De même à chaque droite (ç, r,, X^) correspond un certain 
nombre fini de points sur cette droite, et, quand (Ç, tj, ÎJ) su- 
bissent des accroissements rfÇ, rfr,, rfÇ, de manière qu'elle 
tourne autour de l'un de ces points, il existe des relations 
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entre i, r^, Ç qui définissent une enveloppe dont l'équation 
diflerentielle est 

et qui sont aussi des courbes connexes de/= o. 

XIX. — Rôle des connexes dans la théorie des équations 

différentielles du premier ordre. 

Considérons maintenant une équation différentielle du 
premier ordre, si l'on y regarde la variable x et la fonc- 
tion j.' comme les coordonnées d'un point, on pourra la pré- 
senter sous la forme 

/ dy \ 

et, sans nuire à la généralité, sous cette autre forme 

o{x,y,dx, dy, xdy -y dx\ =o 

OU eniin, en remplaçant x par - et y par '- : 

(i) îp(^, y, z, ydz - z dy, zdx - x dz, x dy y dx ) ~o, 

5 désignant une fonction homogène par rapport à x^ y^ z\ 
dx^ dy^ dz. 

Mais, d'après ce que l'on vient de voir, si Ton considère la 
coïncidence principale 

ses courbes connexes auront (i) pour équation différentielle; 
ainsi toute équation différentielle du premier ordre re- 
présente les courbes connexes d'une certaine coïncidence 
principale. 

Cette remarque est féconde^ elle conduit à des conclusions 
importantes touchant la théorie des équations différentielles. 
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Et d'abord, étant donnée une coïncidence principale 

algébrique de degré m et de classe w, on peut la remplacer 
par 

M désignant une expression de degré m — i et de classe n — i 
et A désignant l'expression x^-^yr^-k- zX^, On ne change 
pas ainsi les courbes de coïncidence ; de là un moyen de trans- 
former une équation différentielle en une autre qui dépendra 
de la forme attribuée à M et qui pourra être parfois plus facile 
à intégrer. 



XX. — Transformation des connexes et des équations 

différentielles. 

On peut simplifier un connexe /(j:,j^, ^; Ç, t^, Ç) -= o en 
lui faisant subir une substitution, telle que 

/ N x' y' z' 

çp, <^, çp, 

^l 4^2 ^Z 

fo Î2> Çsî ^1, ^2> ^i désignant des fonctions entières de œ, 
^, 5; Ç, 71, Ç. On lui fait alors subir ce que Ton appelle une 
substitution rationnelle. On peut faire subir la même sub- 
stitution à une coïncidence, et, en nous plaçant au point de 
vue des équations différentielles, on peut se demander : 

Quelles sont les substitutions (i), (2) qui transforment 
la coïncidence principale du connexe 

en une autre coïncidence principale? 
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Ces conditions exigent que 

Car -i- Tj^' -hl^z = o et ^dx -hT^dy -r-^dz ^o 

deviennent 

Ç'ar'-^ Tj'y -- ti'z' :-. o et Ç'rfx'-T- T/rfy H- Çdz' - o 
ou 

o, 4/t -^ ©5 l]/j -T- <pj <j/3 ^ O, 4^1 rfçi -I- i'i û?©î -+- 'l^J û??8 =^ O. 

La première de ces formules doit donner lieu à Tidentité 
la seconde peut s'écrire 

Or on a * 

X d^ -^-y dri — z dl^ = Oy 

x^ --^7) -. .sÇ =0, 



/m /2,/3, /\ , /i, /s désignant pour abréger ^» • • •» / 



; I 



de ces équations on conclut pour d^y dr^, d'^ des expressions 
de la forme 

((^)d^--/idU-^ldV, rfTi=^/,rfU-^7)rfV, rfC = /jrfU-^ÇrfV. 

De même 

'7)^=/'irfU'-a?efV, dy=/'^dV'-î yd\\ dzr^f\d\}' -^zd\'\ 

portant ces valeurs dans l'identité 

/, dx -+-/, dy ^/, dz -¥-f\ d^ -^-f\ dr^ -^ f\ dX. -^ o, 

on a, toutes réductions faites, 

c'est-à-dire <a?U== — rfU'; car, en général, / étant donné, on 
°'^pas/|/, +/a/2 -^/s/i ^"^ o. Or l'équation (5), en vertu 



I 



. — o 
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de (6) el ('7). devient aussi 

ou, en verlu de dU 4- rfU'^rr o et de 

s désignant le degré de cpi , 

P et P' désignant des polynômes entiers; cette équation peut 



s'écrire 



Si Ton soumet Téquation (4) à l'opération 



2(df à_dfd\ 
\d\ àx àx 'd\l 



on trouve 



<9) 



2:"(Sï-îii)-»'-/-«-«-"-^.'- 



P OUI que la coïncidence principale de f^ o se transforme 
en une autre coïncidence principale, il faut qu^il existe 
des polynômes M', N', JVF, N" donnant lieu aux identités 

(S) et (g). 

XXI. — Sur le facteur d'intégrabilité. 

Toute équation difTérentielle du premier ordre peut théo- 
riquement être ramenée à la forme 

P dx -4- Q cÇ^ — o 
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OU, en remplaçant x par - et y par ^ , 

P (z dx — X ds) -h Q{z dy —y dz i — o, 

et cette forme est un cas particulier de la suivante 

• u hiy dz — z dy \ ^M(zdx —xdz)-^(xdy—ydx) — o, 

qui représente les courbes connexes delà coïncidence prin- 
cipale 

L, M, N désignant des fonctions de x, j^, z. Cherchons le 
facteur d^ntégrabilité [jl du premier membre de (i); 

lJL[h(yr dz — zdy) ^M(zdx - x dz ) ^N{xdy — y dx)] 
doit être une différentielle exacte; par suite, on doit avoir 

dixi^x — Lz) _ â\s.(}jr — Mx) 
f)z ~ ôy 

) d\K{hy — }i\x) ()(x(M5 — Nr) 
j \ \ — — ^^— — — — — ^^-^— — ■ * — f 

dx Oz 

d[L(Mz — N y) _ dii^Sx-^Lz) 
ây dx 

Si Ton développe la première de ces formules, par exemple en 
désignant par m le degré des fonctions homogènes L, M, N, 
on trouve 

\ Oz dy I \ dz '^ dy I 

/dVi dM\ ^ l dL f)I/ 

^ \dz dy ! ^ ^\ dz -^ dy j 
ou bien 

dx dy dz' \ dx -^ dy dz / 

/âL dM d^\ \ I d\. d\. d\.\ 

' ^ dx dy dz] ^ ^ \ dx -^ dy dz J 
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Soit pour un moment a le degré de jjl : cette équation, en vertu 
du théorème des fonctions homogènes, deviendra 

\ àx ay dz I 

si donc on avait 

a — i-^m=o ou a= — (m-t-2). 
on aurait simplement 

^^' dx dy ôz ' \dx dy ôz / 

et chacune des formules (3) fournirait la formule unique (4 )- 
Cette formule ( \) fournira un facteur d'intégrabilité du degré 
— (m -h 2). 

M. Darboux a remarqué que l'on pouvait simplifier l'équa- 
tion (4) et supposer 

dx dy âz ~~ ^ 

en effet, en ajoutant au premier membre de (4) Texpression 
nulle 

\[x{y dz — zdy)-\-y(z dx — x dz) -h z(x dy — ydx)], 

où A est homogène de degré m — i , l'expression 

ôL m d^ 
àx dy dz 
devient 

d(L~'Xx) d{M-^Ay) d{M -^ Az) 



dx dy dz 

OU 

dL dfd dN , 
d-^-^^-^li^^"^-^^^^'^ 

il suffit donc, pour annuler - — \- -^ — h -t;> de prendre 

/dL dM dN\ I 

A=— ^ — f-- h-— 



\dx ôy dz/m-i-2 
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XXII. — Problème des tnjectoires réciproques. 

Le problème des trajectoires réciproques^ qui a été Tobjet 
des recherches de Jean BernouUi et d'Euler, peut s'énoncer 
comme il suit : 

Trouver une courbe MN {jig- i), telle que sa symé- 
trique par rapport à Vaxe des y^ transportée parallè- 
lement à UorXe des y^ coupe toujours cette courbe MN sous 
le même angle. 

Soient M' N' la symétrique de MN par rapport à Taxe des 



Fig. I. 

•y 



N' 



\ 






r 




I Q * 



M 



X' O I 



L__. .__«:_ 



y\ IVF N' cette courbe transportée parallèlement à l'axe des j' 
on devra avoir toujours 

MBi\r=MAlvr. 
Soient X l'abscisse OP t\.y l'ordonnée PB, 

PQ = y et MAM' = a ; 

on devra avoir 

angle MBM' = a, 

c'est-à-dire 

dic dcP 

arctang -i — h arctang -j-, — ol. 
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Or y est une fonction connue de a:; car, Téquation de la 
courbe primitive étant r=/(^)j on aura 

on aura donc 

I I 

arctang -=77—: — arctang ■^, : = ^' 

Si l'on fait 

arctang j~^ ~^'' = ?(^)'» 
on a 

arctang y, ^-^-— — i a = — '^{x) := o{ - x): 

pour résoudre le problème, il suffira donc d'égaler à une 
fonction impaire quelconque arctang -77-^ — - — -a, et l'on 



aura 



= tang 



f\x) ^^"''"^H' 

f{x) ^ / cot I ^ « -^ ?(^)J dx. 



XXIII. — Problème de Biot. 

Trouver une courbe plane telle que tous les rayons lu- 
mineux émanés d^un point fixe A, après deux réflexions 
sur la courbe, viennent repasser par le point A, 

Rapportons la figure à des coordonnées polaires : prenons 
le point A pour pôle et soient M et M' les points d'incidence 
du rayon lumineux émané de A; soient r, 6 les coordonnées 
polaires de M; r', 6' celles de M'; soient enfin (jl et ix' les an- 
gles que les tangentes en M et en M' à la courbe cherchée 
font avec les rayons r et r' respectivement; il est facile de 
voir que l'on a 

jjL -;A'r — Q' ou jjL — e = (jl' -0': 



\ 
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donc Paogle [jl — 9 est constant, ce qui fournit IVqualion 
différentielle 



= a, 



I -I- langjjL tan<^0 

a désignant une constante. Cette formule donne 

rrfB — dmn^b _ 

dr — rlanjî6 d^ 

ou 

dr I — atan^O ^^ diacos^- sinO) 
— = — ' — A~ oD = — — -. - ; 
r a -^ tango acos6--sin8 

on en conclut 

r — c(acos6 -^ sin6 ), 

c désignant une constante : cette équation est Téquation géné- 
rale des cercles passant par Torigine. 



EXERCICES ET NOTES. 

Voici des exercices relatifs aux équations que l'on intègre immé- 
diatement ou par des quadratures. 

I. Intégrer 

i. Intégrer 

lda:(2xy-i-y^-i) - ^7(23-7 -r- a:» >- i)] ^^ _^_ ^^ -^' 

3. Entre les coordonnées à l'origine a, ù de la normale ù une 

CL 

courbe, on a la relation v = consl., quelle est cette courbe? 

o ^ 

Même question en remplaçant le mot normale par le mot tangente'. 

4. Trouver une courbe dans laquelle la distance d'un point fixe à 
la tangente est proportionnelle au rayon vecteur issu de ce point, — 
au carré du rayon vecteur, — à l'inverse du rayon vecteur. 

o. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
interceptent sur une droite fixe un segment de longueur constante. 
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6. Trouver une courbe dans laquelle la normale, la tangente et 
une droite fixe forment un triangle d'aire constante. 

Les questions suivantes se rapportent à la recherche du facteur 
d'intégrabilité. 

7. Intégrer 

(arcos^ — ys\By)dy -t-{xsiny ^- y cosy) dx — o 
(le facteur est fonction de :r). 

8. Intégrer 

[j'(a7'-}-j'*) — xy'\dx -^ x^dy = o. 

9. Intégrer 

(ar*-H/*-f- 1) dy -^ xy dx = o. 

10. Intégrer 

dx{x — ^y)-^ dyi^y -h Xra?) = o; 

c'est une équation homogène; un facteur a pour valeur 

\x{x — ky) "r-y^y-^kx^X-^ : 

on propose d'en trouver un autre et d'en conclure l'intégrale géné- 
rale. 

dy 

11. Pour intégrer l'équation^ =:y(a?,^'), où j^'= -J-y on la diffe- 

OfX 

rentie et l'on a 

^ dx dy' dx 

Prouver que le facteur X d'intégrabilité de cette dernière équation 
satisfait à 



-/ ( T" — r' ) — ^ = "iA :r- • ( Alexeieff.} 

y \dx *' / ây ôx 



Oy 

Les exercices suivants conduisent à des équations homogènes ou 
réductibles à de telles équations. 

12. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
sont également distantes d'un point fixe. 

13. Trouver une courbe dans laquelle, le rayon vecteur étant dé- 
composé en deux droites suivant la normale et la tangente, Taire du 
rectangle de ces deux droites soit proportionnelle au carré du rayon 
vecteur. 
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14. Xrouver une courbe dans laquelle le rapport des distances de 
la normale à deux points fixes soit constant. 

15. Xrouver une courbe telle que le lieu des milieux dos tangentes 
ou des normales soit une ligne droite. 

I^es questions suivantes se ramènent à l'intégration d'équations 
linéaires. 



16. Intégrer 



J(^+7)-r' = o. 



il. Trouver une courbe telle que le coefficient angulaire de la tan- 
gente soit une moyenne arithmétique entre le coefficient angulaire 
du rayon vecteur et l'inverse de ce coefficient angulaire (en coor- 
données rectilignes l'équation est homogène). 

18. L'équation 

dv 

~ — r/(^)sin^-r- F('a:')cos/ -+- o{x) — o 

se ramène à 

^ -T-P-3>-r-Q5-T-R=0, 

I 
en posant tang - y = z, 

(LiouviLLE, Journal de Mathématiques y i"* série, t. XI.) 

19. Intégrer 

dv 

x^ — y^ — x^y -f- a?* = o, 

ax 

sachant que y = x est une solution. 

20. Intégrer 



ffy 
dx 


■+■ 


V 

• 

X 


^yt = 


= 0, 


dy 
dx 




y 

x^ 


-^y^-- 


= 0. 



Les exercices suivants sont relatifs aux équations que l'on peut 
intégrer en les difTérentiant. 

21. Entre les coordonnées à l'origine de la normale (ou de la tan- 
gente) d'une courbe a et 6, il existe la relation 

a -t- 6 = const. ou a6 = const.; 

trouver la courbe. 

L. — Traité d* Analyse, V. 8 
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22. Trouver une courbe dans laquelle la portion de normale 
interceptée entre deux droites rectangulaires soit constante. 

23. Trouver une courbe dans laquelle le produit des distances de 
la normale à deux points fixes soit constant. 

24. Trouver une courbe dans laquelle la normale et la tangente 
interceptent sur une droite fixe des segments dont le rapport soit 
constant. 

25. Trouver une courbe dans laquelle la distance de la normale 
à un point fîxe soit proportionnelle- à Tare. (Exprimer les coordon- 
nées polaires de la courbe en fonction de l'arc.) 

26. L'équation de C\aiv3iut y = y x -^ /(y') est la seule que Ton 
intègre en y remplaçant^' par une constante. (Mansion.) 

27. Courbe dans laquelle la projection de la normale sur le rayon 
vecteur est constante. 

28. Intégrer l'équation 

29. Intégrer 

(i -+- x^)y*—2xyy''h (i -^y*) -- o. 

30. Trouver la route suivie par un rayon lumineux qui traverse 
un milieu dans lequel Tindice de réfraction varie proportionnellement 
à la profondeur. 

31. Trouver la développante de la chaînette/ = — {e'^'-i- «-'«'> 

en prenant pour origine de cette développante sur la courbe le point 
le plus bas de la chaînette. — Cette développante porte le nom de 
tractrice; — la tractrice est la courbe dont la tangente est con- 
stante : — c'est aussi la trajectoire orthogonale d'une série de cercles 
ayant leurs centres en ligne droite et le même rayon. 

32. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série de cercles 
tangents à deux droites quelconques. 

33. On appelle trajectoires obliques d'une famille de courbes \es 
courbes qui coupent celles-ci sous un angle constant. 

Trouver les trajectoires obliques des tangentes au cercle. 

3i. Trouver les trajectoires obliques d'une série de paraboles ayant 
même foyer et même axe. 

35. Trouver une courbe telle que, si sur la tangente, à partir du 
point de contact M, on prend une longueur constante MN, le lieu des 
points N soit un cercle. (Prendre des coordonnées polaires.) 
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36. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série de cercles de 
rayon constant passant par un point fixe. — La tangente polaire de 
ces courbes est constante. — Trouver les développées de ces courbes. 

37. Trouver les trajectoires orthogonales d'une série d'hyperboles 
équilatéres ayant les mêmes asymptotes (hyperboles). 

38. Intégrer l'équation 

a, b, c, a', b'j c' désignant des constantes (remplacer v par - et a: 
par y . 

39. Intégrer 



-m 



» dy 



a désignant une constante. 

(Proposé au Concours de Licence, juillet i884*) 

40. Si l'on pose 

X 4- Y v/^ = sn(a: -^y /— i ), 
ou 

X -<- Y v/ — I = cn(a? -h j / — i ), 



ou 



X -t- Y /- 1 = dn(ar ^y /^), 

et si Ton suppose alternativement x = const.^y = const., on obtient 

àts courbes orthogonales lieux des points X, Y, que l'on demande 

ci'étadier. 

(SiEBECK. C relie y t. 57.) 

4i. Trouver l'équation générale des courbes dont l'arc est égal 
au segment intercepté sur une droite fixe par les rayons vecteurs 
des extrémités de cet arc, issus d'un point fîxe (ces courbes ont été 
étudiées par M. Maurice d'Ocagne). 
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CHAPITRE in. 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



I. — Préliminaires. 
On appelle équations linéaires les équations de la forme 

OU, en posant, pour abréger, -—^ ^^^S 

Xo/^H- Xi7«-i-f-. . .4- X„ j = P, 

dans lesquelles X,,, X„_4, ..., Xo, P sont des fonctions 
quelconques de a;; P est ce que l'on appelle le second membre 
de Téquation. 

Nous étudierons tout d'abord les propriétés des équations 
sans second membre : nous allons voir en effet que, quand on 
a intégré une équation privée de son second membre, il suffit 
d'ajouter à l'intégrale trouvée une solution de l'équation avec 
second membre pourobtenir la solution générale de cette équa- 
tion. Nous verrons dans la suite comment on peut toujours 
déduire de l'intégrale de l'équation privée de son second 
membre une solution de l'équation avec second membre, et 
cela au moyen des quadratures. 

Soit II la solution générale de l'équation 

^'dx'-'^^'d^^^^'^"'-^^''^-''^ 
qui n'est autre que (i), dans laquelle on a remplacé P par 
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zéro; on aura identiquement 

Soil alors z une solution de l'équation (i) : on aura 

si alors on fait j^ z^ u -{- z^ l'équation (i) deviendra 

f^d^u _. \ /„ d'^z V \ n 

( Xo -^^ -. . .4- X„uJ ^ ( \o ^^ -. . .^- X„.^ ) = P 

et sera identiquement satisfaite en vertu de (2) et (3). Or u 
renferme n constantes arbitraires, puisque c'est la solution 
générale de (2); donc u + 5, renfermant ces constantes aussi, 
est la solution générale de (1); donc : 

Théorème. — Pour obtenir la solution générale d'une 
équation linéaire, il suffit d'ajouter à la solution géné- 
rale de cette équation privée de second membre une solu- 
tion particulière de l'équation proposée elle-même, 

II. — Forme de Tintégrale générale d'une équation linéaire 

sans second membre. 

Théorème I. — Siy^ est une solution de l'équation 

^ • " dx'*^ dxf*-^ -^ 

que nous écrirons aussi 

il) Xo7» -T- X,7«-i -+-... -f- \ny — o, 

dans laquelle Xq, Xi , . . . , X„ désignent des fonctions quel- 
conques de Xj et, si C| désigne une constante arbitraire^ 
Ctyt sera encore une solution de la même équation. 

En effet, puisque jKi est solution de l'équation (i), on aura 

Xo7Î -f- Xi 7?- »-+-... -i- X«j, ^ o 
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et, par suite aussi, en multipliant par Ci, 

ce qui exprime queci^i ^st une solution de réquatioii (i). 

G. Q. F. D. 

Théorème IL — En général^ si Von désigne par y^ , 
y 2' ' ' 'j yi des solutions de l'équation (i) et par CsyC^j .... 
Ci des constantes arbitraires, l'expression 

Ciyi-r-Ciyt-h^-^-i-Ciyi 
sera encore une solution de la même équation. 

En effet, si Ton remplace dans Tëquation (i) la fonction y 
par 



Ci7i ■+■ ctyi — ... -h ayt, 



on trouve 



^oiciyl -hcjj? -t-...-4-C|-7?) 









-t-X„(c,7i 


-+- ctyt 


-h.. 


• • • 
. T- 


c/^/; = 


= 0, 


c 


'est- 


■a- 


-dire 


















Ci(Xor? 


-+-X,7î-' 


-+-.. 


.-H 


X«7i) 










-^c,(Xo7Ï 


-+-x,7r^ 


-h.. 


.-H 


Xiijj) 










-f- 




• ■ • ■ 


• • • < 




0. 



Orj^i, ^2» • • • étant solutions de (i), les coefficients de C|, 
Ca, • . ., Ci sont nuls : Téquation (i) est donc satisfaite pour 
V = c< ^, + C2^2 -i- • • • + Ciyi. c. Q. F. D. 

Avant d^aller plus loin, nous établirons la proposition sui- 
vante, dont nous ferons un fréquent usage. 

TuÊoRÈME III. — Si entre les fonctions y^^ y^j . . . , j^/i 
de X et leurs dérivées , il existe une relation de la forme 



(I) 



ri 


ri • 


yn 


y\ 


y, • 


yn 


yr' 


rr' • 


• - yn 



= o, 
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on aura identiquement 

cil y\ -+- at^j -f- . . .-t- anyn = o, 
cZf , a^^ , . ,^ Gn désignant des constantes. 

En eflfet, la formule (i) ayant lieu, il existe des quantités 
^Hf ^29 «--9^/1 qui ne sont pas toutes nulles et telles que 

/ ^|Vi -^ X,7, -r-...-+- Xrtjrt ^o, 

i ^ 

si l'on difTérentie ces équations, en combinant chaque équa- 
tion dérivée avec celle qui la suit, par soustraction, on trouve 

^'i^i -^ Kyt —...-4- x;,7„ ^o, 

Des équations (2) et (3) on tire 

X' X' X' 

(4; 1~~T'~* — S~' 

et de ces dernières on conclut 

X/ Xy — Xy X/ = O ; 

divisant par Xj et intégrant, on a 

X/ 

-- = consl.; 

appelant alors ai, a^; . . . , a;, des constantes, on peut poser 

Xi = «ir, Xj = ajr, ..., \n = cinry 
d'où l'on conclut, en vertu de (2), 

S' .yn JK2"« * ' ' 1 Xn sont des intégrales d'une équation diffé- 
rentielle linéaire d'ordre n ne satisfaisant pas à Tidentité (i). 
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OU, ce qui revient au même, telles qu'il n'existe pas entre 
elles de relation linéaire et homogène à coefficients constants, 
nous dirons que ces intégrales forment un système d'inté- 
grales distinctes. (Les Allemands disent un système fonda- 
mental.) 

Théorème IV. — Soient y^, y^i^ , , , ^ y^ des intégrales 
distinctes de l'équation linéaire sans second membre 

V ^'^y V d''-w ., 

Cij C2y . . . , Cfi des constantes arbitraires; 

y = Ciyi'^-cty2-h,,.-hCny„ 
sera l'intégrale générale de cette équation. 

En effet, ce sera une intégrale, d'après ce que nous avons 
vu; en second lieu, celte intégrale renfermant n constantes 
arbitraires sera l'intégrale générale, pourvu que les constantes 
C|, Ca, . . ., c,i soient distinctes, c'est-à-dire (p. 11) pourvu 
qu'on puisse les choisir de telle sorte que yy y' ^ • • -. y"~^ 
puissent être pris égaux à des nombres donnés pour une va- 
leur donnée Xq de x\ or, si l'on observe que 

y ^ c,7, -t- C2 Vî -+-... -^ c„7„, 
y "-- ^1 y\ -^ Cî/, -T- . . . -^ Cay'n^ 



On voit que l'on ne pourra disposer de C| , C2, . . • , c» de ma- 
nière à faire prendre à^, J^,^", . . . des valeurs données, que 

si le déterminant ^ rîi y t -, y'^' • • • >y«~* ^st différent de zéro, 

c'est-à-dire que siy^, j^2? • • • ? yn forment un système d'inté- 
grales distinctes. 

Remarque. — Si l'on pose 
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les fonctions u^y u^t • • • ? u^ dans lesquelles on suppose les a 
constants, formeront un système d'intégrales distinctes si le 

déterminant y^ zb an, aaa, • . . i a„„ n'est pas nul, car on a 



^ztiu^u\ ...u7r^ =2=^7,/, ...j^«-i2±:aHaM-. 



'«n- 



III. — Abaissement des équations linéaires. 

Abaisser une équation différentielle, c'est trouver une 
équation d'ordre moindre, dont l'intégration entraînerait 
celle de l'équation proposée. C'est, si l'on veut, trouver une 
équation d'ordre moindre, telle que les intégrales de l'équa- 
tion proposée se déduisent de celles de la nouvelle équation 
par des opérations relativement simples. 

Nous allons nous occuper de l'abaissement des équations 
linéaires. Pour cela, nous aurons besoin du théorème sui- 
vant : 

Théorème I. — U expression 

dans laquelle Xq, X|, . . . , X„ désignent des fonctions de 
lavariablex; y une fonction de cettevariableet y ^y" ^ . . . 
/"~*i JK" les dérivées de y relatives à Xj peut se représenter 
par la notation F(y). Si Von pose alors 

F'cr) ^- ny^^y-^ -^ ( /i — i) x, ^«-ï -t-. . . -i- x„_,^, 

F'»-i(^) = 2.3.../iXoy-T-i.2.3... (71 — i)X, y^ 
¥'^(y) — 1.2.3. .. /iXoj', 

on a identiquement, en remplaçant, dans F(y)^ y paryZy 
F(yz) = zF(r)-i-^F'(y)-r-.,.-^ --\^— Fn(y). 



122 CHAPITRE III. 

Cette proposition se vérifie en .observant que 

d . 



d^(zy) n , . n(n — i) , „ . 



9 



nous appellerons dorénavant F' (y), F" (y), ... les dérivées 
symboliques de F{y). 

Avant d'appliquer cette formule à rabaissement des équa- 
tions linéaires, nous ferons observer que Féquation linéaire 
F (y) = o, si l'on y change y en zy^y devient 

1.2.0. .Al 1.2.0. ..(/l — 1} 

si alors on choisit^! de telle sorte que 

F«-i(j,) = o ou 71X0/1-^X171=0, 
d'où Ton tire 

7i = « J X, ^ 

l'équation (1) ne contiendra plus de terme en 5""*; si l'on 
peut alors intégrer cette équation, on aura 

y = ze '^ ^9 , 
et l'équation F(^) = o sera elle-même intégrée. 

Théorème II. — Lorsque l'on connaît une intégrale 
d'une équation différentielle linéaire sans second mem- 
bre, on peut abaisser son ordre d'une unité* 

Considérons en effet l'équation 

(i) F(7) = o ou Xo7«-+-X,7«-i-h...-+-X„7 = o, 

où Xo, X, , ... sont fonctions de x et où y'^ y"^ • • 1 >'" sont 
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les dérivées successives de la fonction inconnue y de x. Soit 
y une intégrale de cette équation : posons 

l'équation ( i ) deviendra 

' i.a.3.../i 1.2.3. .. (/i — I) 

ou, comme F(^,) = o. puisque j^i est solution de F(/) = o, 

1.2. 3. ..71 i.a.3...(/i — ï) 

Si alors on pose 

y = tt ou z ^ I u dxj 

FéquatioD précédente deviendra 

n! (n — i): 

et ne sera plus que de l'ordre n — i ; enfin on aura 

y=yiz ou y=zyx j udx\ 

l'intégration de F(y) est donc ramenée à l'intégration d'une 
équation linéaire d'ordre moindre. 

Remarque. — Si l'on avait Y'{yi)=o, V"{y\) =o, . . . , 
F'(yi)=:o, on pourrait évidemment abaisser l'équation de 
/ -4- I unités en posant z = // . . udx^\ d'ailleurs Téquation 
(2)admettrait les solutions z=z XyZ=. x'^, . . . , ^ = a;' et par 
suite l'équation proposée admettrait les solutions 

yu yi^y 7i^'» •••? 71^'- 

Théorème III. — Lorsque l'on connaît i solutions de 
l'équation F {y) = o, entre lesquelles il n'existe pas de re- 
lation linéaire à coefficients constants, on peut abaisser 
l'ordre de cette équation de i unités. 
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En effet, soient JK< , j^2, - • -> yi des solutions de F (y) = o : 
on abaissera Téquation F(y) = o, en postami y ^-y^f uc/jr. 
Soit F„_,(w) = o Téquation en u d'ordre n — i : on tire de 
la relation 

y =z y, l udx la suivante u=^ -r- ^ 
"^ -^ J dx yx 

et par conséquent 

( \ — A-Zi 

"* ~ dx 7, 

est une solution de F„_i («) = o; on abaissera cette équation 
en posant 

u = ui I vdx 



ou 



et 



_^ d u _ d 1 d y 
dx W| dx U\ dx yx 



* dx Ui dx y'i 

sera une solution de Téqualion en v que l'on pourra abaisser 
à son tour, et ainsi de suite; mais ceci exige qu'aucune des 
quantités jKo "i? ^'«î • • • ^^ soit nulle. Or y^ n'est pas nul; 

si Us était nul, — en vertu de (i) serait constant et il exîsle- 

rait entre y^ et j^2 uiie équation linéaire et homogène à coef- 
ficients constants. Si v^ était nul, en vertu de (2) on aurait 

j- — = consl. = a, 

a, dx yx 

d Vs 
dx yi 
et 

•— = a / Uidx = a' h b, 

y\ J Ji 

fr désignant une constante; par suite, 

73 = ayi -f- byi 
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et il y aurait une relation linéaire et homogène entre ^i, 

y^^y^ 

TnéoiikikftE IV. — Supposons que Von connaisse une in^ 
iégrfile y X de F(j' ) = o, et qu^en posant y =yi fudx on 
Ut trans forme en F,t_i(u) =o, que Von connaisse une in- 
tégrale u% cleFn^i{u) = o^ et qu'en posant u=: Uifçdx on 
la ircinsfortne en F„_2(i') = o e/ ainsi de suite, on aura 

en sorte que 

yi7 yifi^ïdx, yxfuxdxfvxdx, ... 

seront des intégrales de F(^} = o : toutes ces intégrales 
sont distinctes si y^^ «i, Ti, ... ne sont pas nuls, 

La démonstration se fait comme la précédente : appelons 
yî9 ^2» y^j ... les intégrales précédentes; si entre ^i et y 2 il 
y avait une relation homogène à coefficients constants en 
vertu de (i), Wi serait nul; de même, si Ton avait, a, b dési- 
gnant des constantes, j^'3 = a^2 ■+- ^y 4 ï en vertu de (2) on 
aurait ç?< = o, .... 



nr. — Relations entre les coefficients d'une équation linéaire 

et ses intégrales distinctes. 

Quand on se donne un système d'intégrales distinctes 
d'une équation linéaire, on forme immédiatement son inté- 
grale générale et par suite l'équution elle-même; ainsi, quand 
on donne un système d'intégrales distinctes, Téquation est 
déterminée; il doit donc exister des relations entre les coef- 
ficients et les intégrales en question : nous allons les faire 
connaître. 



Théouème I. — Les coefficients de V équation linéaire 
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peuvent s^ exprimer au moyen de n intégrales distinctes y^ 

y^t • • • > Xn* 

En effet, l'intégrale générale est donnée par la formule 



J = ci7i-t-c,y, 



+- Caym 



Ci 9 €2^ . . .1 C/i désignant des constantes; Télimination de ces 
constantes (p. 12) entre cette équation et ses dérivées 



y =ci7i-^c,7, 



"■^ ^nynt 



yn = C,7Î-h Ctyl-i-. . .-i- CnyZ, 



doit fournir Téquation (i). Or la résultante est 



(•2) 



y yx yt 
y y\ y'i 



yn 
y'n 



y y\ r? ••• yi 



— O. 



Celle équation devant être idenlique à (i), que Ton peut écrire 

Xoj"»-+- Xi7»-»H-. . ,-\- \ny = o, 

il faudra qu'en appelant6 le délerminant qui figure dans (a) 
on ait 



(3) 






•- ày '^'^ 



On voit en particulier que, si Ton pose 



on aura 



A = 







yi yt 


... yn 


de 


— 


y\ y't 


yn 

• • • • • • • 






^r' :k?-' 


• • • J n 




7i •.. yn 




d\ 
dx "" 


y\ ••• y'n 

• • • • • • • 


àyn-l > 




j 


^1 • • • .^n 
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or on tire précisément des équations (3) 



on en déduit 



et^ par suite 



Xi âB de I du 

Xo ~ ày"-^ ' dy„ "^ i dx* 



Cette formule est due à Liouville. A est le déterminant qui 
s'annule identiquement quand les intégrales j^i, ^2? •••»^« 
ne sont pas distinctes. On voit qu^il s'annule aussi quand Xo 

passe par zéro, ou plus exactement quand la partie réelle de 

/X 
^ dx est infinie et négative. 

V. — Éqnation adjointe. 

Théorème. — Etant donnée une équation linéaire sans 
second membre 

(l) Xo^'»-4-Xi7'*-»H-...-+-X;,7=0, 

■ 

dans laquelle y ^ y" ^ . . . , j^" désignent les dérivées de y 
prises par rapport à x et X©, X|, . . . , X,, des fonctions 
données de x, il existe toujours un multiplicateur M, tel 
que, quelle que soit la valeur attribuée à y^ ^expression 

(îi) M(Xor»-f-X,7»-i-f-...-HX«7) 

soit la dérivée exacte d'une certaine fonction de x, y et 
des dérivées y y y, , . . , y""* . 

En effet, d'après ce que Ton a vu (t. III, p. 2x5), pour que 
Texpression (2) soit une dérivée, quel que soit y, il faut et il 
suffit que M satisfasse à Téquation différentielle linéaire sans 



128 CHAPITRE III. 

second membre 

d d^ 

MX„— -^ (MXrt_,)-+- ^— (MX«_,) — ... = o. 

Il en résulte qu'il existe non seulement un, mais une infinité 
de multiplicateurs; la connaissance deTun de ces multiplica- 
teurs permettra d'abaisser l'équation proposée d'une unité. 
Multiplions maintenant l'équation en M par j^rfx et inté- 
grons ; nous aurons 

= rMrfx(yX„+yx„_,-)-yx„-,+...) 

— M \„_i y -4- -i-^- — ij— MX„_,j' 
rf'(MX„_,)^_^rf(MX,_,) 



en diiTérenliant et en supposant que^ satisfait à l'équation (/ ;. 
on a 

Q désignant les termes qui, dans l'équation précédente, ne sont 
pas sous le signe / • 

Il résulte de là qu'une solution de l'équation proposée (i") 
peut servir de facteur d'intégrabilité à l'équation du multi- 
plicateur; il y a donc une sorte de réciprocité entre une 
équation linéaire et celle de son multiplicateur. 

Si l'on parvient à découvrir une solution de l'équation pro- 
posée (i), on aura par cela même une solution de l'équation 
du multiplicateur par les quadratures; celle-ci, à son tour, 
permettra de trouver une solution de l'équation proposée, et 
ainsi de suite; mais on peut être arrêté dans la suite des 
calculs, parce que l'on tombe sur une solution qui n'est pas 
distincte de celles que l'on a déjà. L'équation du multipli- 
cateur s'appelle quelquefois Y adjointe de la proposée. 
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YI. — Détermination des solutions communes à denz équations 

linéaires. 

Lorsque deux équations linéaires 

dans lesquelles 

Fiy) -^ Xo7'« -r- X,7'"-i-t-. . .-H X,„j', 

\i et Z/ désignant des fonctions données de a:, ont des solu- 
tions communes, on peut les trouver comme il suit. Suppo- 
sons m > n : on pourra toujours déterminer une fonction Q, 
telle que la différence 

dm -H Q 

ne renferme plus la dérivée j''". Or toute solution commune 
aux équations F =: o, G = o annulera F(^) et les dérivées 
de G(j^'), par suite elle annulera G| ; donc les solutions 
communes à F = o et G =: o appartiennent à deux équations 
dont les ordres sont moins élevés que ceux de F =: o et G =: o 
et qui sont linéaires; et vice versây les solutions communes 
à Gi ^= o et G = o appartiennent à F = o et G = o. On pro- 
cédera sur G et Gi comme sur F et G, et ainsi de suite. 

Soit Ga une fonction déduite de G et G^ comme G| Ta été 
de F et G, etc.; considérons la suite G, G|, Go, . . ., Ga. 
Si Gk est de la forme Hy, H étant indépendant de j', les 
équations G r=: o, F = o auront la solution commune j^ ^= o 
seulement. Si au contraire on trouve o = Ga, l'équation 
Ga_4 = o aura pour solutions les solutions communes à F = o 
et G = o. 

Toutes les fois que deux équations linéaires ont une 
seule solution commune, cette solution peut s'obtenir par 
des quadratures. 

En effet, cette solution doit appartenir à une équation 
L. — Traité d'Analyse, V. 9 
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linéaire du premier ordre, et Ton sait que toule équation 
linéaire du premier ordre peut s^ntégrer au moyen de simples 
quadratures. 

On peut arriver d'une autre manière aux résultats précé- 
dents. 

Représentons par A(y) l'expression linéaire 

par B(y) l'expression 

etc., en sorte que A, B, ... seront des symboles opératoires 
sur lesquels nous allons établir quelques théorèmes. 

Théorème I. — Etant données deux expressions sym- 
boliques Pi-iy)', B(.k) d^ ordre m et n respectivement, il est 
toujours possible de déterminer des expressions Q, R , tel/es 
que l'on ait, quel que soit y, 

(I) A(y)=Q[B(7)]--R(7). 

Q étant d^ ordre m — n et K d^ ordre n — i . 

En effet, Q[B(r)] est de la forme 

d"*y d"*~^y 
Go —. — : "+■ Gi —. 7 -+-...-+- G/.| y, 

et l'on a 

Go~ QoBo, 

G, -. ( m - n)Qo ^ -h QoB, + BoQ„ 



Si l'on égale les quantités Go, G|, . . . , Om-n a»*^ coeftîcients 
Ao, A, , . . . , A^m-n-i ^^ 3ura m — /i -h i équations pour déter- 
miner Qo> Qiî • • •? Qw-/i5 et qui seront compatibles, parce 
que Bo^o; sans quoi B{y) ne serait pas d'ordre n; la quan- 
tité A(y) — Q[B( v)] sera alors d'ordre n — i : on peut la 
représenter par R(j^) et le théorème est démontré. 
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A esl ce que Ton peut appeler le dis^idende, B le diviseur, 
Q le quotient et R le reste* 
Lorsque le reste est nul, on a 

A(r)=Q[B(7)L 

A esl alors décomposé en facteurs Q et B ; mais, en général , on 
n'a pas Q(B)= B(Q), et les symboles linéaires ne sont pas 
commuta tifs. 

Théorème II. — Quand deux équations différentielles 
linéaires 

ont une solution commune, elle appartient à une équation 
d^ordre moindre. 

On peut en effet diviser A par B, ce qui donne 

A(7) = Q[B(7)]-R(7): 

si R(^) est nul, toute solution de B(y) = o appartient à 
A('^') = o; sinon, toute solution commune àA(^) = o et 
B y) •= o appartient à R(jk) = o, et toute solution commune 
à R(^')=z= cet à B(y)=:o appartient à R(j^) rt^ o. Posant alors 

B(r) = Q,[R(7)]-R,(7), 

on esl ramené à chercher les solutions communes à R(^) -= o 
et à R|(^) = o, si Ri(jk) n'est pas nul, et ainsi de suite. 






VII. — Équations linéaires à coefficients constants. 

Quand une équation linéaire a ses coefficients constants, 
on l'intègre très facilement. Considérons Téquation à coeffi- 
cients constants, sans second membre, 

si Ton y posej^ = e*', a désignant une constante, elle devient, 
après la suppression du facteur e^y 

li) A«a«— A/j-ia"-* -h. . .-*- Ao = o. 
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Cette équation (2) est ce que l'on appelle l'équation caracté- 
ristique : nous la désignerons par F(a) = o ; elle a n racines, 
et, si ces racines ai , a2, . . . ,a„ sont distinctes, e*i^, e*«-^, - . . . 
e^nX seront autant de solutions de (1); la solution g-énérale 
de (i) sera donc (p. lao) 



3) 



j = CiC*i'-+- CtC*«^-H. . .-H c«e««*. 



D'ailleurs les constantes C|, Ca, ... sont distinctes, car le 
déterminant des dérivées des fonctions e*i^, e"i^, ... se 
réduit ici, à un facteur exponentiel près, à 



I 

«1 

• • • 



I 

• • • 

,«-1 



1 






qui est le produit des différences des quantités ai, 0C2, - . . ; 
ainsi, quand les racines de F(a) = o seront distinctes, la for- 
mule (3) représentera l'intégrale générale de (i). Quand des 
racines de F (a) sont égales, notre procédé tombe en défaut; 
il fournit bien des intégrales en aussi grand nombre qu'il y a 
de racines distinctes, mais ces intégrales seules ne peuvent 
pas concourir à former l'intégrale générale. Soit ai une racine 
d'ordre de multiplicité i\ on a identiquement, en remplaçant 
dans {})y par e^ 



tOLi: 






Aoca^= F(a)c«. 



Différentions i — i fois de suite par rapport à a, nous aurons 



A„ 



d'^T^-^e'^ 



K- 



ffn-lr-i-ie^^ 



1 






F'-*(a)e*'|; 



si Ton fait alors a-^ ai, le second membre est nul, à cause 
que ai est racine d'ordre i de F(a); il doit donc en être de 
même du premier, donc x'"' e*«^ est une solution de (i). Il est 
clair que xe*»*^, x^e^^^^ . ., x'~-e"i^ sont également des so- 
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lutionsy ainsi quW l'aurait prouvé en différenlîant, une, 
deux, etc. fois au Heu de i — i fois. 
Ainsi l'intégrale générale devient 

a, by Cj ...,/: désignant des constantes. 

Quand l'équation caractéristique a des racines imaginaires, 
si ces racines sont conjuguées, on est conduit à introduire des 
termes de la forme 

dans l'expression de l'intégrale générale; mais ces termes 
donnent le résultat 

( Gi-+- Cî)e''^cos^:F-f- y/ — i(Gi— Ci)eP'sinqx\ 
or, les constantes C^ et C2 étant arbitraires, on peut poser 

C,-hC, = A et C,-G,= ^ 



>/^r 



de cette façon, nos deux racines imaginaires p -\- q \ — i et 
p — q^ — 1 nous donnent les deux termes réels 

AeP'cosqx-h BeP^s'inqx, 

Si, d'ailleurs, on pose 

A = pcoshq, B = psinhqy 

A et p désignant des constantes, l'expression précédente 

deviendra 

peP'cosq{x — h^, 

que l'on pourrait aussi remplacer par peP-^sinq{x — h). Si 
l'équation caractéristique avait 21 racines imaginaires égales, 
la solution prendrait la forme 

peP^cosqx{i-^ ax-h bx^-^-, . .-\- kx^-^) 

-î- p'eP's\jiqx{\-\- aCx - 6'j?*-h...-H /:'a?'-*;-f-. .. 
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Les équations de la forme 

dans lesquelles Ao, A|, . . . , a et 6 désignant des conslanles 
se ramènent à la forme linéaire à coefGcients constants, en 
posant ax -|- i = ae', 

"^y - ^y ^^t d^ _d^ ._„_ ^ _„ 

dx~ dt ' dx^" dt^ dt ' "" 

mais on peut aussi en trouver des solutions particulières en 
posant y = {ax -h b)\^. On obtient alors une équation ana- 
logue à l'équation caractéristique, donnant en général n 
valeurs de [x distinctes; quand ses racines sont égales, un 
artifice, analogue à celui que nous avons employé plus haut^ 
donne la solution. 

Exemples : \^ y — 2j^'4-y = o. — L'équation caracté 

ristique est 

a* — 2 a -H I =: o ; 

les racines sont égales entre elles et à i ; l'intégrale est donc 

y — Ce*(i-4-aar). 

2" y" ^2 — y' X -^-y =^0, — On posera j^ = a;!*, on aura, 
en supprimant le facteur x^^ 

{1([JL — 1) — JX-HI=0 ou [1* — 2JJH-I=:0; 

la solution est 

y — Ca:(i -i- a logo:). 

En posant x = e', on aurait eu 

^ -^ dt^ ' ^ " dt^^ dt ' 

et, par suite, 

d^Y ày 
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dont la solution trouvée tout à l'heure est 

y~ Ce'(i-+-a«) 
oa 

y == Ca7(i -+- a logâ;). 

Ainsi, quand les coefficients de l'équation linéaire sont les 
puissances de x et quand Téquation caractéristique a des 
racines égales, la solution est de la forme 

Cirl''(n-aloga?-+-6log*a?-i-.. .)• 

Vin. — £qaation8 avec second membre. 

Quand on a la solution générale d'une équation sans 
second membre F(^)=:o, il suffit de connaître une seule 
solution de Téquation avec second membre 

<i> F(^)=/(ar). 

Pour trouver la solution générale de cette équation, si, en 
effet, appelant î^ la solution connue de ( i ), on pose^ = Ç -t-^i , 
elle devient 

ou 

F(o-+-F(ri)=/(^); 

mais, Ç étant solution de (i), on a 

F(!;)=/(^), 

et par suite 

F(7i) = o; 

si doncj^i est la solution la plus générale de cette équation, 
Ç -4-^1 sera la solution générale de (i). 

Toute la question pour la résolution des équations à coef- 
ficients constants se réduira donc à obtenir une solution par- 
ticulière de Féquation avec second membre. Avant de donner 
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une règle générale pour parvenir au résultat, nous examine- 
rons quelques cas particuliers : 

I® Si le second membre de l'équation linéaire à coefficients 
constants 

est un polynôme entier, on satisfait ordinairement à cette 
équation par la méthode des coefficients indéterminés en 

posant 

y = a -^ bx -^ cx^ H- . . . , 

a, b^ c. ... désignant des constantes. 

2° Si /{x) est de la forme e***, on essayera la forme 
y = ge^^^ g désignant une constante. 

3** Si /{x) est une somme de sinus et de cosinus, on 
essayera la forme 

y = Aicosa? -4- Ajcosaa; -4-. . .-t- Bj sina:-^ Bssinarr. . . . 

A|, B|y ... désignant des coefficients constants et ainsi de 
suite. 

Exemples : i° -~ — y = x^. — La solution de réquation 
sans second membre est 

Gie*-+-C,e-*; 

essayons de satisfaire à l'équation avec second membre et 

posons 

yr z=2 a-h bx -h ex*, 

y ~ b -\- 1CX, 

y''=ic; 

l'équation deviendra 

2C — a — bx — ex* — X*. 

On y satisfait en posant c= — i,6r=o,a = 2C = — 2; donc 

y — — a-' — 2 -f- Cl c* -^ Gjc-* 

est la solution générale de l'équation proposée. 
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a® -^r» — y = ^- — O" essayera d'y satisfaire en posant 

y= me^ \ mais alors on trouve o rrz e*. La règle que nous 
avons donnée tombe en défaut; mais, si l'on résout d'abord 
réqoatioïi 

on est conduit à poser j^= me^\ on a alors 



y ^^ /7ijjL*el** et mji' — m — i, m = 



T 



et par suite y = — est une solution; la solution la plus 

générale est 

ou 

pjjLr ^x 



y^ (CiH- -— -)e^-4-C,e-^H 

■^ \ (1* — I / U3 

En posant C| H ^^^^TT = A, on a 



7 = A e^ -h Cl e-^ 4- 



lî 



1 



Faisons tendre [xvers i ; en laissant A constant, nous aurons, 
pour u. = 1 7 Isi solution de l'équation proposée 



y =: \e^~i- Gje-*-i 



30 y" .-\- y z=: xe^, — La solution de l'équation sans second 
membre ^' + y=o dépend de l'équation caractéristique 
^2 _!- i = o ; d'où l'on lire 

a — -^ ^ — 1 

et, par suite, 

^ = A cosa? -+- B sina7. 

On essayera pour l'équation avec second membre la solution 

y =z e^{ax -H 6 i; 
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on aura 

y = e^iax -\-b) -he'a, y = e^(ax-\- 6 -f- a)-4- «•*'a, 
et, par suite, IMquation proposée donnera 

e'{^ax -+- 26 H- 20) — xe^f 
ou, en identifiant, 

2a = 1, 2a -f- 26 = 0, « = t» ^ — — i"î 
la solution cherchée est donc 

r = - e^(x — 1) -I- A cosa? -+- B sina?. 
2 

IX. — Méthode de la variation des constantea. 

Lorsque l'on veut intégrer une équation ou un système 
d'équations, il y a souvent avantage à négliger certains 
termes : on obtient ainsi de nouvelles équations plus faciles 
à intégrer. Les solutions de ces nouvelles équations con- 
tiennent des constantes arbitraires, et, en remplaçant ces 
constantes par des fonctions indéterminées de la variable, on 
essaye de satisfaire aux équations proposées en déterminant 
convenablement ces constantes devenues variables. Celte 
méthode est due à Lagrange. 

La méthode précédente, dite de la variation des con- 
stanteSj s'applique avec succès à la recherche d'une solution 
d'équation linéaire avec second membre, quand on connaît 
l'intégrale générale de Téquation privée de son second membre. 

Considérons l'équation linéaire 

(I) X„j^« -4- X„_,^«-« H-. . .-^ Xo^ = P 

où Xo, X|, ... désignent des fonctions quelconques de la 
variable x et où y, j^, . . . désignent la fonction inconnue 
et ses dérivées, et soit, en désignant par Ci, c^^ . . . , Cn àes 
constantes, 

(a) y = ciyi-r- ctyt -h ... -h c«7„ = 2 Ciyt 
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l'intégrale générale de Téquation sans second membre 

(3> Xj.j^'» -H X«_i j^»-* -i-...-f-Xo7 = 0. 

Nous pouvons essayer de satisfaire à (i) en remplaçante^ par 
son expression (2), mais en substituant k c^^ c^f > » > , Cn des 
fondions de x convenablement choisies. Nous les détermi- 
nerons en posant tout d'abord 

(4) 2:c;^/ = o, 2c;j; = o, ..., 2c;7?--* = o, 

les accents indiquant comme plus haut des dérivées relatives 
à a:. Ces n — i équations ne déterminent pas complètement 
les quantités c qui sont au nombre de n, mais elles simpli- 
fient Texpression des dérivées de la valeur de^ tirée de (2) ; 
en effet, en difTérentiant cette formule, on a 

Si l'on porte ces valeurs dans (i), on trouve 

mais,^, étant solution de (3), cette formule se réduit à 

X„ 2 c'iyr' = P 

p 

OU, en posant^- =/('2:). 

celte formule jointe à (4) achèvera de déterminer les fonc- 
tions Cj, Cj, . . ., c,^, et de simples quadratures feront con- 
naître Cl, C2f . • • , C/i. 

En résumé, pour intégrer Téquation avec second membre, 
il faudra prendre 

les quantités c«, C2, . . ., c« étant données par les formules 

2 c'iyt =0, 2 ci/;- = 0, . . . , 2 ci/?-' '--- <>> 
(6) } P 
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Cauchy a présenté cette solution sous diverses formes que 
nous allons faire connaître. Et d'abord, en remplaçant, daos 
(2), Ci, Ca, ... par leurs valeurs tirées de (6), on a 

ou, si Ton désigne par y^ ce que devient c)- quand on y rem- 
place X par 2, 

La limite inférieure x^^ de l'intégrale esl d'ailleurs arbitraire et 
y s'annule pour a: == Xo; en vertu de (5), on aura d'ailleurs 






pour les valeurs entières de l'indice Â* moindres que n^ et Ton 
voit que les n — i premières dérivées de y s'annuleront 
encore pour x^= x^. Or, pour obtenir y^-, il suffira dans (6) 
de remplacer x par z : la valeur obtenue pour c|- sera préci- 
sément y',-; on peut donc dire que 7 y^ yi est la valeur de 

y^=^^{z^x)y obtenue en posant y = ^c/y/, et en détermi- 
nant les constantes c de manière que, pour x -^ z^ on ait 

c'est-à-dire de manière que la solution de l'équation sans 
second membre satisfasse aux relations 

yr=o, y = o, ..., ^»~* = o, yn~^ =/(z) pour a?=^. 

En appelant (d(z^ x) cette valeur, on a donc, pour la solution 
de l'équation (i), 

OU, ce qui revient au même, 






y -= I »(-Po» x)dxQ. 
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On arrive ainsi au théorème suivant ; 

Pour intégrer U équation (i), déterminons les constantes 
de la solution ^Ciyi de Véquation privée de son second 
membre, de telle sorte que, pour x =: Xq^ on ait 

Soil^{xo, x) la valeur de y que l'on en déduit : la formule 

(7) 7= / f(^o, x)dxQ 

sera V intégrale de V équation (i) qui s^ annule, ainsi que 
ses n — I premières dérivées y pour x = x^i, 

On peut vérifier cette conclusion en observant que, pour 
JT == J?0) on a 

/do\ /d^o\ 

en dififérentiant alors la formule (7), on a 

/•JE" J 

y = f 5J?(^0» X)dx^-i-C^{X, 37). 

•"0 

Or ©(xo,Xo)=:o, quel que soit Xq; donc ?(^, xj = Oy et 
Ton a 

j 

/•■'' d^ , , rrf«-» 0(5:0, x)'\ 

Si l'on observe alors que la dérivée {n — i)>ème j^ ^(^Xq^x) 
pour x^=iX est/(j?), et si l'on porte les valeurs précédentes 
de y^y . • . . dans (1), cette équation se trouve satisfaite. 



I 
/ 



j 
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Application. — On propose (Vintégrer V équation 






i" Par la méthode de Lagrange, — Oq intègre l'équation 
privée de son second membre, et Ton trouve 

y = C\ cos nx -^ Cj sîn nx] 

on pose ensuite 

c\ cosnx -r- Cj sinnx = o, 

— ne, sinna?-4- nc^ cosnx = -> 
* X 

d'où Ton tire 

/sinnx 
ax, 
nx 

/ COR n.r - 
dx; 
nx 

par suite, en désignant par C| et C2 deux constantes, 

y ~- Cl cos nx -+■ Cj sin nx 
cos 



înx rsinnx , sinnx rcosnx . 
n J X n J X 



On pourrait se dispenser d'écrire les deux premiers termes, eii 
supposant les intégrales accompagnées de leurs constantes 
arbitraires. 

2" Par la méthode de Cauchy. — On déterminera Ci et C* 
de telle sorte que, pourx = Xq, on ait j^ = 0,^^ = — ; orona 

y -^ Cl cosnx -h Cl sin nXf 
y -- — Gi/i sinnx -h Cjai cosnx; 

donc on posera 

o = GiCOS/ia-o-H Cf sinwaTo, 

— = — Cl n sin nxo-i- Ci n cos nxQ 

Xq 



DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. l43 

On en déduira 



G, = - 



smnxo 

> 

FIXq 


^ cosnxo 

tij = 9 

nxQ 


' /cosnxo 


sinn^ 

Rin nftr — — 



et celle solulion s'annule ainsi que sa dérivée pour x = x©. 

X. — Théorie de Ganchy. 

Cauchy a fail connaître une formule qui donne explicite- 
ment la solution d'une équation linéaire à coefficients con* 
stanis; nous pouvons représenter Péquation 

dans laquelle A4, . . . , A/i sont constants, par la notation 

comme plus haut, ou s^rmboliquement par 

en ayant soin de considérer dans le polynôme F(^') les expo- 
sants comme des indices de dérivation. Intégrons d'abord 

Cl) F(j^)-o, 

et pour cela posons^ = e*^, l'équation caractéristique pren- 
dra la forme 

iZ) F'(a) = o, 

Fia) désignant ce que devient F(jk) quand on remplace^ 
par a, mais les indices par de véritables exposants. On a alors 

2/ désignant une racine de F(a) = o; or cette valeur dey 
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peut s'écrire 

©(^) étant un polynôme entier arbitraire ou, ce qui revient 
au même, 

r =/ \f- «-' 

Occupons-nous de Téqualion avec second membre : à cet effet, 
faisons varier les constantes; nous aurons 

d'où l'on conclut facilement cfi^^^. A cet eflet, on posera 

z — a/ 

on multipliera la première équation par )vo, la seconde par 
X| . . . , et l'on ajoutera : on aura 



c 
ou 



L -* — at, j 5 ^ a, 






par suite 









ou encore 



on a donc 



-/ 



/(|x)e-a.{^^/;jL^ 



/(jx)e3i»(*-(^t/;jL 






ce que l'on peut écrire dans le cas où l'équation caractéris- 
tique n'a pas de racines multiples 



2]c/e«.- = ^jj^ 
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Je dis maintenant que la solution la plus générale de la 
question est 



y-i^ \fi^\"^i^ 



L 



lors même que l'équation caractéristique aurait des racines 
nnulliples. En effet, il est facile de constater directement que 
l'expression précédente contient le nombre voulu de con- 
stantes arbitraires; si Ton suppose, en effet, que a soit racine 

d'ordre de multiplicité m de F(x), le résidu de ^— r e'-^ relatif 

à cette racine sera, en posant F(5)^:= ^(^;(^ — *)'"' 

,/m-l_ yi^ ^^^ , ^ 

ifaw-i 6(a) 1.2.3. ..(m — i)' 

et cette expression contient, comme l'on voit, cp(a)etses/n — i 
premières dérivées, qui sont autant de constantes arbitraires. 

XL — Recherches de M. Fuchs. 

Pendant longtemps on n'a possédé sur les équations 
linéaires que les notions exposées précédemment; mais 
M. Fuchs, ayant eu Tidée d'appliquer les méthodes de Cauchy 
à l'étude des solutions des équations linéaires, a ouvert un 
champ très vaste à l'étude des géomètres ; on peut reconnaître 
aujourd'hui si une équation linéaire a des intégrales ration- 
nelles, algébriques, etc., et l'on peut, dans un grand nombre 
de cas, trouver ces solutions. 

Nous ne pourrons, dans ce Chapitre, exposer que les tra- 
vaux, les plus simples et en quelque sorte fondamentaux, qui 
ont été entrepris sur les équations linéaires. On a fait pour ces 
é(|uations une étude analogue à celle qui a été entreprise pour 
les équations de la forme 

L. — Traité d* Analyse^ V. lo 
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011 f{x) est une fonction algébrique, quand on a édifié la 
théorie des fonctions abéliennes, el l'on comprend que leurs 
intégrales constituent des transcendantes nouvelles irréduc- 
tibles à celles que Ton a étudiées auparavant. 

Nous ne considérerons, dans ce qui va suivre, que de> 
équations linéaires sans second membre, puisque les autres 
se ramènent à celles-ci au moyen de quadratures. 

Soit donc 

une équation linéaire sans second membre, dans laquelle 
nous supposons le coefficient de la dérivée d'ordre le plus 
élevé égal à l'unité; /?i, p^^ ' ' 't Pn sont des fonctions don- 
nées de la variable x supposées monodromes. 

Pour calculer les intégrales de (i), on peut la remplacer 
par le système suivant d'équations du premier ordre 

dv^-^ 

i'x) { dx -^ ' . 



dy _ . 



dx 



y 



> 



dans lequel ^''^ y^\ . . -, J'""' désignent les dérivées succes- 
sives de r. Faisons varier x à partir d'une valeur initiale x^. 
et soient j'o, r'o, ..., J'o * ^^^ valeurs correspondantes 
arbitraires attribuées àj',y', . . . ,y"~'. D'après un théorème 
connu, démontré (t. IIÏ, p. 127), les fonctions^', j^jj^", . . . 
seront développables par la formule de Maclaurin suivant les 
puissances ascendantes de x — ^Tq, et le rayon de conver- 
gence R de la série sera donné par la formule connue 

(3) R.-. aVi — e~M^7, 

où A est le plus petit des modules de (^ — Xq), (r — J'o )• 
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'/ — ro)i • - • pourlesquels/?iy'-«^ + /^ay""-^^ -+- . "-^Pn 
cesserait d'être synectique, et où M est le module maximum 
de cette fonction quand x^ y^ y, y" , ... se meuvent dans 
des cercles de rayons A ayant leurs centres respectivement 
en ^Oî.Vo? y Qt J^'o» • • •) cette fonction /? i y ^""*^ -i-. . . ne pou- 
vant évidemment cesser d'être synectique qu'en un point cri- 
tique de Pline des fonctions /?| , /?2, . . • ' A ne sera autre chose 
que la distance du point Xq au point critique de Tune des 
fonctions /?§, /?2î • • •• Les points critiques des fonctions/? 
sont ce que Ton appelle les points singuliers de Téqua- 
liou (i). 

Si dans la formule (3) on suppose que M ait une valeur 
positive finie, R a toujours une valeur finie, en sorte que y 
existe et reste synectique autour de tout point qui n'est pas 
infmiment voisin d'un point singulier. 

Soit maintenant a un point singulier de l'équation, c'est- 
à-dire un point critique de l'une des fonctions /?| , />2î • • • ^ Pu* 
Faisons tourner le point x autour de ce point a : soit j^,, 
Va, . . . , y,,un système d'intégrales distinctes; lorsque le pointée 
aura achevé sa révolution et sera revenu au point de départ, 
les fonctions Vi, j'a, .. , yn se seront transformées en 
d'autres j^', , y[^^ ..., y\^ (qui pourront n'être pas toutes 
différentes dey^yi, . . . , yn) et? comme les nouvelles valeurs 
eii question sont toujours des intégrales de l'équation (i), on 
aura 



Xn = a»i J^i H- ^myi -t- . - 4- a««^,i, 

ÏH, a,2, • - •? ^nn désignant des constantes. 

11 est facile de voir que les intégrales y t, y 2, . • . ,y,i restent 
distinctes quand elles se sont transformées eny\^y[,, . . .,y!r 

En effet, on a vu (p. 127) que le déterminant 
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était donné par la formule de Lîouville 

or, /?! étant monodrome, fp^dx est de la forme 

log(:r — a)«-l-4;(a:), 

et A de la forme {x — aY^{x), 6(x) étant monodrome; 
donc A se reproduit multiplié par un facteur qui n'est pas 
nul, après une rotation de x autour de a; s'il n'était pas nul 
avant la rotation, il ne sera pas nul après. 

C. Q. F. D. 

XII. — Équation fondamentale. 

Théorème. — On peut toujours trouver un système c«, 
C2f . . . , c„ <Y6 constantes tel les y que la valeur dey 

(5 ) y = ciyi -h Cî^j -+-. . .-+- c„ya 

se transforme en une autre y liée à y par une équation 
de la forme 

(6) y = y^y 

(0 désignant une constante, après une rotation de x autour 
du point singulier a. 

En effet, quand x a effectué une rotation autour de a, j^,, 
y 29 • • • j^/î se sont changés en y\j y'^'» • * •* y'io et l'on a vu que 



on a en outre, au lieu de l'équation (5), 



y = Cl7l -^ Ciy'i-^" '-r- Cny,» 



OU, en vertu des équations précédentes, 
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pour que l'on ait ^= iùy, il suffit de déterminer C| , Cq, . . . , 
<t> au moyen des équations 

f («11— <i})ciH-a,iCj-+- ..-J-a„iCrt — o, 

) auCi-T-(aii — (D)Cî-^...-i-artiCrt — o, 

*'' 

[ ai»Ci-i-ai»c,-T-...-f-(art„— (i))Crtr=o. 

L^élimination des c donne Téquation 
dans laquelle 



û^ 



a,t--a) aji ... a^i 

• •■ ■■• ••• ••• 

«Irt Sm . . . dnn — W 



Cette équation est V équation fondamentale, ù est la fonc- 
tion fondamentale. Lorsque l'on aura résolu Téquation Û = o 
qui est de degré /i, on en déduira n valeurs de lo et n systèmes 
de valeurs correspondantes pour les constantes c; n intégrales 
jouiront alors de la propriété exprimée par l'équation (6). 11 
convient maintenant de soumettre l'équation Û = o à une 
discussion approfondie. 

L^ équation Û r^i o /l'a ni racine nulle ni racine infinie. 

En effet, le coefficient de co'* est ( — i)"; quant au terme 
indépendant de o) dans Û, il est égal au déterminant 

qui, on l'a vu (p. 121), n'est pas nul. Mais l'équation en ques- 
tion peut avoir des racines multiples. 

[jis racines de V équation Û r^ o, et par suite les coeffi- 
cients de cette équation, sont des invariants ; ils ne dépen- 
dent pas du choix que Von a fait du système d'intégrales 
distinctes y s, y 2, • ••, J/i- 
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Q est, en effet, le déterminant des fonctions linéaires 



(a,i — w jj^i -f- a,i >', 4- . . .-h a„,7„, 



si aux variables jKo ^""a» • - • j yn on en substitue d'autres Zi ^ 
-52, ..., 5/0 fonctions linéaires et homogènes de celles-ci, 
la nouvelle valeur de Q sera égale à l'ancienne, à un facteur 
près, ce qui démontre la proposition énoncée. 

Supposons maintenant que Inéquation Û = o ait toutes 
ses racines distinctes : appelons-les tO| , W2, . . . , w,,, o/i aura 
alors n intégrales y\y yi, ...^yn'i donnant lieu ci des 
équations 

ces intégrales seront distinctes. 

En effet, s'il existait entre les y une relation de la forme 



«1^1 "^ «srs 



- dnyn = O, 



a^, «2» • ' • désignant des constantes, en faisant tourner le 
points autour du point singulier, on aurait successivement 



a,w,7,-+-ajwsj^, 



dn^nyn—O, 



«1 wfyi -h ajfo| /,-+-... -4- a„a)J7„=^ o. 



d'où l'on conclurait 



O) 



I 

• • 

rt-1 



eu 



I 

tUj 

• • 



I 



co 



«-1 

n 



= o, 



ce qui ne saurait avoir lieu si Q = o n'a pas de racines égales. 
Maintenant posons w, =r^ e-^"**«; on aura 

et, si l'on considère la fonction Vi {x — «)"*', elle se changera 
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par une rotation du point x autour du point singulier a en 
elle-même; cette fonction est donc monodrome, et, en la dési- 
gnant par tp,, on aura 

les intégrales de U équation (i) peuvent donc se mettre y 
dans le v^oisinage du point a, sous les formes 

ces intégrales sont distinctes et 'f i, ^2» • ' • » ?« sont mono- 
dromes autour du point a. 

XIII* — Cas où l'équation fondamentale a des racines égales. 

On a vu (p. 8) que les intégrales des équations difleren- 
lielles sont des fonctions continues des paramètres contenus 
dans ces équations et que ces fonctions ont des dérivées bien 
déterminées, sauf en des points singuliers. 

Imaginons que les coefficients de l'équation (i) renferment 
des paramètres variables, et que l'équation Q =-: o ait toutes 
ses racines inégales pour des valeurs quelconques de ces 
paramètres, mais que (Oj devienne racine multiple de Q = o^ 
pour des valeurs particulières de ces paramètres. 

Les paramètres étant quelconques, l'équation (i) aura n 
intégrales distinctes qui, dans le voisinage de a, seront de la 
forme 

Faisons varier les paramètres de manière que co^ tende vers (U| 
et, par suite, A*a vers k^ : on pourra remplacer l'intégrale 
ix — a)*s ^2 par la suivante 

Atî — Al — - = ^-^.^ , 

la limite de cette expression est 
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Finlégrale qui disparaît par riivpothèse A'2 = A-| se trouve 
alors remplacée par Texpression précédente, ou 

09 i 



(X — a)*J ^ -uo,log(a: — a) . 



Si trois valeurs de A' devenaient égales à /:,, on adjoindrait 
aux deux intégrales 

la suivante 

OU 

{x~af^\ -j^~ "^^57" \og(x — a) 4-?piIog*(a7 — a) ; 

et ainsi de suite. Il résulte de là que : 

Dans te voisinage du point singulier a, pour lequel [x 
racines de Q = o sont égales y on* a [x intégrales distinctes 
de l'équation (i) qui sont de la forme 

cpo, cpi, ... désignant des fonctions monodromes en a. 
Remarque. — Si l'équation m) a une intégrale de la forme 

(ar — a)*[cpo--cp,log(x— a^ Oi\o»}{x—a^-^...-i-o^\ogH^ — a)], 

çpo, cpi , . . . étant monodromes en a, elle a aussi pour intégrale 
<P(i,(x — a)*, car a est alors un point singulier et elle a une 
intégrale de la forme çp('.r — a)*, et, comme l'équation û r^ o 
a une racine d'ordre [x, il y aura une solution de la forme ci- 
dessus dans laquelle ç^ sera égal à (p. 

XIV. — Démonstration d'nn lemme. 

Soient '^o,M ' • ^ ?/7* • • • des fonctions de x qui n'ont pas 
le point a pour point critique j c^^ c-i^ ... des constantes. 
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A',, A"2, ... des exposants dont les différences ne sont ni 
nulles ni entières^ la formule suivante ne saurait avoir 
lieu y quel que soit x, 

i Ci (ar — a/t[<poi -^On log(x — «)-+-. . .-+-<pai loga(T — a)] 

^^^ I — c, (a: — ay-.[<poï -r-ou log( a: — a)-^. . .-f- cpp, log?(a7 — a)] 

1 

• -^Cf^ix -a/*[ç>oA-i-?iAlog(ar — a)-i-. ..-4-0^/1 logY{a"--a)] = o. 

En effet, faisons tourner le point x h fois autour du 
pointez; après chaque révolution, Téquation précédente sera 
encore satisfaite, et, si les constantes c ne sont pas toutes 
nulles, il faudra que le déterminant de leurs coefficients dans 
les équations dans lesquelles se transformera Téquation 
précédente soit nul; or, à un facteur près de la forme f^ — a)i*, 
ce déterminant est un polynôme entier en log(j: — a) dont 
les coefficients sont finis pour a: = a, et dont le coefficient 
de la plus haute puissance de log .r — a) n'est pas nul : le 
déterminant en question ne saurait donc être nul et la for- 
mule (a) ne saurait être identique. 

c. Q. F. D. 

XV. -- Intégrales régulières. 

Une intégrale régulière en a est une intégrale de la forme 

Cl ( a: — a)*.[:poi -f- cp,i log(a: - a) -^ «p„ log*( X — a) -^ . . . ] 
-A- c^{x — a)*«[ç)o2H- 912 \oç:{x — «)-+- <pj2log'(ar — a)H-. . . ] 

dans laquelle Cq, Cf. ... sont des constantes et cp^i, '^1,^ ... 
des fonctions monodromes qui n'ont pas le point a pour point 
essentiel; on peut alors supposer les exposants k^^ A'2, . . • , 
tels que les fonctions '^{q, '^n. ... ne soient pas infinies pour 
jr rrr « et, par suite, que le point a ne soit même pas pour elles 
un point critique. 

Nous dirons qu'une intégrale est régulière pour le point à 

l'infini, quand, en y remplaçant x par - > elle est pour le 
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point o régulière par rapporta Téquation transformée obtenue 

en remplaçant dans la proposée x par • 
L'intégrale 

dans laquelle (po, cp,^ ... ne sont plus infinis, ni tous nuU 
pour x=za^ est dite appartenir à V exposant k. Nous suppo- 
serons dans la suite que les coefficients />| , p^j ... de l'équa- 
tion différentielle n'ont pas de points essentiels et qu'i/s 
sont monodromes : leurs seuls points critiques seront doue 
des pôles, c'est-à-dire des infinis d'ordre entier et fini au 
point a; on aura donc 



Pirrz 



(x —a)^i 



Pi désignant une fonction monodrome, monogène, finie et 
continue dans le voisinage de «r, et différente de zéro pour 
a; = a, et a/ désignant un exposant entier et positif. 

Nous allons maintenant chercher la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une équation linéaire ait ses intégrales 
régulières. 

En premier lieu, l'équation 

dy 
a pour intégrale 

si l'on met/?< sous la forme 

A ï^ A/ X 

^ x — a{x — a)* 

8 ne devenant plus infini pour x =z a^ on voit que^ est de la 
forme 

B_ 

y = ^{x){x — a)^e t'"-"» '", 

<l(a:) désignant une fonction synectique en a. Cette intégrale 

P 
sera régulière si p^ est de la forme —y P| étant fini pour 

X = a. 
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En général, soil 



\.)0 






Pi 






ctx 



^,-^...-^P,,y 



O 



ane équalîoD qui ait ses intégrales régulières en a; />i, 
P2j • • • étant censés monodromes en a et sans points essen- 
tiels. Si elle admet les intégrales ^'1,^2, . . ., yny on aura, 
en dénotant les dérivées à la manière de Lagrange, 



>'?-/>,7r*-- 



rî-+-/>i7r* 



^Pnyt = Ot 



el, par conséquent, 
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Les déterminants qui servent de numérateur et de dénomina- 
teur à Pi sont multipliés par des constantes quand x tourne 
autour du point a ; car cette rotation produit sur les variables 

cogrédientes y^, y^, • • • , /^ /a^ • • • » y\ ? /i» • • • ^^^ sub- 
stitution linéaire; les déterminants en question sont donc de 
la forme (x — a)v-^{x) et (x — aYii^^{x), 'K^) et ^k{x) 
désignant des fonctions monodromes sans points essentiels 
en a et, par conséquent, si Ton veut, ne devenant pas infi- 
nies pour x^^ a. 
Mais les fonctions^,, ^^2» • • • sont de la forme 

si on les substitue dans les déterminants qui figurent dans 
l'expression (i) de/?/, les termes logarithmiques doivent dis- 
paraître; on peut donc en faire abstraction en estimant Tordre 
infinitésimal de/?/; à ce point de vue, on voit que le numé- 
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rateur et le dénominateur de pi ne différant que par une 
colonne,/?/ sera d'ordre /, et, par suite, on aura 

^^ (a? — a/' 

P/ désignant une fonction qui ne devient pas infinie pour 
x= a. Ainsi : 

Une équation linéaire qui a toutes ses intégrales régu- 
lières en a est de la forme 

, ^ d^y Pi d»-W Pî rf«-*y P«r 

dx" X — a dx^^-^ {^x — af cte'*-* ' *" " {^x — «)*• 

P«, P2, . .., P„ désignant des fonctions pour lesquelles 
le point a n^ est pas critique. 



XVI. — Équations dont les intégrales sont régulières. 

Considérons l'équation 

d^Y ^\ d'^-'^y P, cf«-*v P„ 

dxf*^ X dx''~^ x^ dx'' -* a:" 

dans laquelle P|, P2, ... sont monodromes et monogènes 

autour de l'origine; nous allons voir que, si l'origine n'est 

pas un point critique pour ces fonctions, l'équation (■) ^ 

toutes ses intégrales régulières à l'origine. 

Soient 

/ P, = 601 H- 611 a? -'- 6ji a:' -+- . . . , 

Posons 

et, sans nous inquiéter pour le moment de la question de 
convergence, essayons de satisfaire à (1) en déterminant 
convenablement Cq, c^^ c^. ... et a. En portant dans (1) à 
la place de P|, Po, . . . et de ^ leurs valeurs (?.). (3), on a, 
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en faisant usage de la notation A'^^ pour désigner le produit 

mîm — II... (m — /i -j- i), 

divisant par J7*~", on peut encore écrire 
. A^c« H- A J_^i Cl a: -f- A J^jCjar*-!- . . . 

1 H-(A5~*Co-^A5~îcia?-r AIÎ~*Cjj:*-^. . .)(6oi-'-6i,ar-î-6jia:»-h. . .) 



= 0; 



En égalant les coefficients des diverses puissances de x à o, 
on a 

^.^ j co(A;-A5-*^i-Ar'*oî-+-...) = o» 

ces équations (5) sont linéaires et homogènes en c©, C|, Ca, ...; 
la première contient Co, la seconde contient Cq et c,, la sui- 
vante Cq. C|, Ca, .... Si donc on veut que Cq, c^, c», ... ne 
soient pas nuls, il faudra déterminer a au moyen de Téquation 

(6) AÎ-+-AJ-*6oi-+-...-h6ort = o, 

laquelle est de degré n et fournit n valeurs de a, égales ou 
inégales; ces valeurs ne sont pas infinies, puisque le coeffi- 
cient de a" est égal à un. Si Ton choisit Cq arbitrairement, 

-1, ^, ... seront alors déterminés de proche en proche par 

Cft Cq 

les équations (5). 

11 faut remarquer que le coefficient de c< dans la seconde 
équation (5) se déduit du premier membre de (6), en chan- 
geant a en a 4- I , . . . , en sorte que les équations (5) seront 
compatibles si, a étant racine de (6;, a-t-i,a-t-2, ... ne 
sont pas racines de cette équation. Nous le supposerons. 



= 0. 
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Alors ^0, C|, ... pourront être déterminés de manière que 
la valeur (3) de y satisfasse à l'équation (i). Mais nos con- 
clusions supposent essentiellement la série (3) convergente : 
nous allons voir qu'elle l'est effectivement pour des valeurs 
suffisamment petites du module de x. 

Remplaçons dans P|, Pa, ... les coefficients de a:., jc^. 
x^, ... par leur module maximum B pris en signe contraire; 
les modules de Co I 6*4 : Co I . . . ne pourront que croître (le 
module maximum B ne sera d'ailleurs pas infini, car on peut 
toujours supposer les rayons de convergence des séries P|. 
Po, ... plus grands que i; s'ils ne l'étaient pas, un simple 
changement de x en lix amènerait cette circonstance, et Ton 
raisonnerait sur l'équation ainsi transformée); les équations 
{ /\) sont alors remplacées par les suivantes, où l'on peut sup- 
poser mod j: ^-^ i, 

ASco-+- AS-Hi^iOr-f- Aa-j-sCja:' -4-. . . 

-T- (aS""Vo-^- k^z^\cxx-\- A5:;:ÎCîr«H-...)f *oi — 1.~ ) 



Si l'on multiplie par i — x, cette équation devient 

(Aïco-f- AÎh-iCiJ--^. ..)(!— r) 

^- (AÎ" Co~ AÏ:h1ci^-+-.. -X^oi— '5 -^ ^01^) 



— <> 



= o; 



en identifiant, on a 



) 



- c^( A'i^.,,_, -h iT+^oi A'i:;),^, -f- B~H-To, ASiJ,_, -i-. . .) ; 
et, si l'on pose 

/( a) r^ AS -f- 6o, Aj-* - fHi a;-' -f- . . . . 

F(a; ^ a;z1h- a;iî-t- 

on a 

C/,-Ki/(a-i-/))--C/,[/(a-t-)p-~i)H- BF(a-^-;? — i)]; 
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on en tire 

cp ~ A^-t-p) 

Or/(a) et F (a) sont des polynômes de degrés /i et /i -i- i : 
quand leurs arguments a - - y? et a -h /? — i deviennent infinis^ 

-^ tend vers l'unité : la série dans laquelle se développe y 

quand on a changé x en hx a donc pour rayon de conver- 
irence une ligne au moins égale à l'unité. L'équation (i) 
admet donc une intégrale régulière à l'origine. Si/(a'^=-o a 
des racines à différences entières, il faudra que a soit la plus 
i^rande de ces racines, afin que /(a + i), /(a -}- 2), ... ne 
soient pas nuls; si l'on effectue le changement de x en 
X — a, on peut énoncer le théorème suivant : 

5/ P|, P2, . . . , P/i sont des fonctions synectiques autour 
du point a^ Inéquation 



a au moins une intégrale régulière autour du point a. 

XVII. — Continuation du même sujet. 

Nous venons de voir que l'équation 

d"y Pi ^«-»y Frt 

û?x'* X dx'^-^ x'^-^ 

a une intégrale régulière à l'origine; désignons par j^i celte 
intégrale, et essayons d'abaisser l'équation (i). On pose pour 
cela 



y 



= 71 I udx\ 



u se trouve alors être éeal à -j- — » et, si z^ a une forme régu- 

° ax j'i 
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Hère, la valeur correspondante dey sera régulière. D'ailleurs 
u est donné par Téquation 

(2 ) -J--T -r- -^ -n n H- . . . -^ -^ a = o, 

^ ^ dx'^~^ xyi dx'^-^ ^"Ji 

Qi, Qa, ... désignant des fonctions synectiques autour de 
Torigine; mais le coefficient Co dans y^ est différent de zéro; 
l'équation (si) est donc de même forme que (i), et elle a une 
intégrale régulière^2j ^^ l'abaissera comme (1), et, en conti- 
nuant ainsi, on voit que (i) a toutes ses intégrales régulières. 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Pour que V équation 

d»y d'^-'^y 

ait toutes ses intégrales régulières en a, il faut et il suffit 
que Von ait 

Pi _ Pî ^ Pn 

P<> P2? • • • désignant des fonctions synectiques autour du 
point a. 

Pour qu'elle ail partout ses intégrales régulières il faut 
alors que 

- -II. P» 

^{j^) désignant une fonction de la forme (x — a){x -- b) . . . 
lorsque le point à l'infini n'est plus critique et P|, P2, . . . 
désignant des fonctions partout synectiques. 

XVIII. — Intégration des équations à intégrales régulières. 

Soient 

Pi — 601 4- bn{x — a) -{- bii(x — a)*-r. . ., 

Pï= ^oi-^- l>ii(x — a) — bfi(x — a)*-+-. . ., 
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(i. bi désignant des constantes : considérons Téquation 

^'^ cLc'^'^ x-a dxn-i -^"--^ l^.Za)^^ "^' 

pour intégrer cette équation, on posera 

y ^= Co(x — a)^-V' Ci{x — a)»+M- Cx{x — a)''--^^-r- 

LVquation (i) deviendra alors, en divisant par (j; — «)*"", 

=0 

où A5i est le nombre des arrangements de a objets pris nkn\ 
en égalant alors à zéro les diverses puissances de j: — a, on 
a des équations qui feront connaître a, c©, c,, Ca, .... La con- 
stante Co est arbitraire, et a est déterminé par Téquation sui- 
vante, obtenue en égalant à zéro le terme indépendant de 

XI 4- AJ-» 601 — AJ- *6oî -^ . . . = o 
ou, en appelanty*(a) le premier membre, 

Celle équation a reçu de M. Fuchs le nom adéquation fonda- 
mentale déterminante. Nous allons en faire connaître les 
propriétés : 

Théorème I. — Les racines de l'équation fondamentale 
déterminante sont égales aux logarithmes des racines de 



V équation fondamentale divisées par 2 7t y/ — 1 . 

En effet, nous avons vu que, si c*'^^^*», e^V-^at, . . . 
élaient les racines de l'équation fondamentale, n intégrales 
distinctes se mettaient sous la forme 

^i(x — a)««, Oi{x — a)^>, . . . , 

el Téquation déterminante a précisément pour objet de déter- 
miner a,, a^, .... 

L. — Traité d'Analyse, V. 11 
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Théorème II. — Si dans V équation proposée (i) on pose 

y = u{x — a)*, 

elle prend la /orme 

d'*u Q, rf»-«M Qa 



-T— U = O, 



dx" X — a <ir«-* ' " {x — a)« 

et, quand on fait x = a dans Q„^ Q/i(«) devient précisé- 
ment le premier membre de Inéquation déterminante. 

En effet, on trouve 

Q. 4« 4*»— Ip An-îp ! T> 

n — A31 ~~ -T'a ^ I — 3. %—r...-^M n 

et par suite on a 

C. Q. F. D. 

Il nous est impossible, dans ce Traité, de tirer des théo- 
ries précédentes toutes les conclusions que Ton en a déduites : 
bornons-nous à faire observer que, si une équation de h 
forme (i) a une intégrale rationnelle, on pourra la découvrir: 
les équations déterminantes auront alors une racine entière, 
et, en multipliant les solutions par x — a élevé à une puis- 
sance convenable, le point a cessera d'être critique pour une 
intégrale; on pourra ainsi, par des multiplications, par des 
binômes convenables, rendre une intégrale entière; d'ailleurs 
la méthode des coefficients indéterminés fera connaître la 
solution. 



XIX. — Équations linéaires à coefficients périodiques. 

Si les coefficients d'une équation linéaire sont périodiques 
et ont pour période o^, cette équation ne change pas quand 
on change a: en ^ 4- w. Soient n Tordre de cette équation, C|, 
C2, . . . , Cfi des constantes arbitraires : l'intégrale générale se 
présentera sous la forme 

Ci/i (.r ) -^ Cifi{x) -h ... -^ Cl fnix) ; 
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f\'i f'i'i • • • désignant des intégrales particulières, mais dis- 
tinctes ; mais, m désignant un entier, si/i {x) est une intégrale, 
fi ( jc -f- mtù) sera encore une intégrale, et, par suite, on aura 

et Ton pourra écrire 

yi(jr-l-to) —. ciifiix)-, ciifi(x) -4-...-i-Ci«/rt{a7), 

fiix-^iM) = Cii/i(.v)^Cii/i{j:) — ...-^-C|;,/„(a?), 

- • • .....••.....• .«j 

fiix ~- noi) = Cni/i{x) -f- c«,/,(ir) -h. . .-i- c„„/„{x), 

(-'ny Ci^j ... désignant des constantes. On en tire 

<«>/i(-a^)= Ai/,(a?-^u))-i-As/,(.z-4-'2tD)-i-...H- Art/i(a:-t- Aiw), 

A|, Aa, . . . désigiïantdes constantes. Cette conclusion serait 

en défaut si Ton avait \dz c<i, c^a? • • • j Cnn = o ; mais alors 

il V aurait une relation linéaire entre /i (j;), . . . , fn{x). 
Cela posé, considérons l'intégrale 

' •-«) /(^) ^ Gj/i (^)-+- Oi/i (a: -h w) -+-. . . -\- G«-t /i (j7 -f- /i — I w), 

dans laquelle G„_|, G/,_2, . . . peuvent être nuls s'il y a une 
relation linéaire entre les/^ [x -|- vcj) ; on aura 

/i'x-^co)=Go/i(x-Mo)-t-Gi/,(J7-h2to)^...-hGrt-i/,(x-4-/lu>) 

mais, en vertu de (i), la formule (2) peut s'écrire 

/(x)=/i(a:H-a) )(GiH- GjAi)-i ... 

-^/i(^-^'* — '««^)(G/»-i-^-GroA«_i) f-GoA„/i(iF-f-/ia>). 

Si l'on pose alors, en appelant g une constante, 

/(a:-+-to)-^/(.r), 
on aura, pour déterminer Gq, G|, ... et ^, les formules 

Go = ^(Gi4-GoAi), G, = ^(G2-f-GoA,), 
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OU 

I G|-+-GoAi Gj-T-GoAj _ GqA/i^ 

g Go Gi ' " G,i_i ' 

ces équations détermineront g et les rapports Gq I G| : ... ; 
ainsi, étant donnée une équation à coefficients périodiques y 
il existe une intégrale f{x) telle que 

(3) f{00-r-t^^)=gf{x), 

g désignant une constante et w la période. 

Si les coefficients étaient doublement périodiques et aux 
périodes co, xs^ on aurait également une relation de la forme 

(4) /(x-hm)=h/(x), 

h désignant encore une constante. 

Ce résultat a été établi, pour la première fois, par M. Picard 
{Journal de Crelle, t. 90); il a en outre démontré que l'on 
pouvait former un système distinct d'intégrales jouissant 
de toutes les propriétés exprimées par les formules (3) 
et (4)- Pour établir cette proposition, il suffit, étant admise 
Texislence de la fonction f\x)^ de remplacer la fonction 
inconnue^ par 

y =f{^) f ^dx\ 

Téquation en z sera encore à coefficients doublement pério- 
diques et aura aussi une intégrale f\{x) jouissant des pro- 
priétés (3), (4); d'où Ton conclut pour^ la valeur 



qui devient, en changeant j? en j: -[- w, 

f{^)gjfi{^)gidx^ggxf{^x)jf^{x)dTy 

et ainsi de suite. 

Pour intégrer Téquation, lorsque ses intégrales sont mono- 
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dromes et sans points essentiels, on peut procéder comme il 
suit : 

M. Hermiie désigne sous le nom àe fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce les fonctions qui se trouvent 
multipliées par un facteur constant quand on augmente la 
variable de périodes w ou m; il réserve le nom àe fonctions 
doublement périodiques de troisième espèce à celles qui, par 
Taddilion des périodes à la variable, se trouvent, comme les 
fonctions auxiliaires de la théorie des fonctions elliptiques, 
multipliées par une exponentielle à exposant linéaire; les 
fonctions de première espèce sont alors les fonctions double- 
ment périodiques ordinaires. 

Cherchons d'abord l'expression générale des fonctions dou- 
blement périodiques de seconde espèce, monodromes et sans 
points essentiels. 

Appelons aR et lYJsj — i les périodes : il s'agit de trouver 
une fonction F(^), monodrome et sans points essentiels, 
satisfaisant à la fois aux deux équations suivantes, [x et [x' 
désignant des constantes, 

(n F(ar-^!iK)= fJ.F(ar), F(a7-+- iKV^) = V-'^i^c). 
Posons 

a et p désignant deux constantes et H la fonction auxiliaire 
qui sert de numérateur à snx. En vertu des formules 

H(2r-+-2K)= -\\{xu 

H(r -4- 2KV^ ) = - \l(x)e-'^^"''''^'\ 
on aura 



l66 CHAPITRE III. 

on peut déterminer a et ^ au mo^'en des formules 

et alors on aura 

/(:rH-2KV=^)=H^7(^); 

sî Ton considère alors le rapport ^r — y on voit qu'il aura pour 

périodes 2K et 2K\^ — i. Ainsi l'expression générale des 
fonctions de seconde espèce sera le produit de /{x) par une 

fonction aux périodes 2K et 2K\ — i . Mais on peut obtenir 
sous une forme plus simple l'expression générale de F{x) 
ainsi qu'il suit : 
Le produit 

considéré comme fonction de z^ a pour périodes 2K et 

2K\/ — I : la somme de ses résidus pris à l'intérieur d'un 
parallélogramme des périodes est nulle; or, en appelant rt|, 
a.2, . . ,, les infinis deF(:;) et le seul infini de/(x - z) étant 
Xy on a 

(3) o-.^r^^J(z)f(x^z)-^r^J{z)/{x^z). 

Or X /(^ — •^)F(w) est égal à 



C-.1 



et 






r^J(z)/{x-z) = [\\m¥{z){z^a)],..af{:r--a) 



si a est un infini simple, sinon T F(z)/(x — z) est de la 

forme 

\/(x — a)-h B/'(a7 — a)-f-.. ., 
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en sorte que l'expression générale d'une fonction de seconde 
espèce sera, en vertu de (3), 

F(x)==^[\/(x-a)-^Bf(x-a)-r-.,.l 

A, B, C, . . . désignant des constantes, et «i, ao, ... les 
infinis contenus dans un même parallélogramme des périodes. 
C'est en s'appuyant sur cette formule, due à M. Hermile 
(Sur quelques applications des fonctions elliptiques y p. 5), 
que l'on parvient dans certains cas à intégrer les équations 
linéaires à coefficients périodiques : nous allons en donner un 
exemple. 

XX. — Équation de Lamé. 

Lamé a rencontré dans une question importante de Phy- 
sique mathématique (Equilibre des températures de l^ellip- 
soïde) une équation linéaire du second ordre qui a acquis 
une grande célébrité : cette équation s'est d'abord présentée 
sous la forme 

y est la fonction inconnue, )w est la variable, g et h sont des 
constantes ; enfin on a 

/(X) = (X-f-aM(X-H62)(X-f-c»), 

a, b, c désignant de nouvelles constantes. 

Nous commencerons par transformer cette équation en 
posant 

nous aurons alors, en faisant 

e(4î) ^ (z^ — a» -i- 6V)(52 — a» 4- c»), 



l68 CHAPITRE m. 

les Iransformées successives 






d r /rCT-^dy'l fi- ( s* — a*) -I- /i 



l W'iA - 



équation qui est de la forme 

^ et /i désignant toujours deux constantes différentes de celles 
que l'on a désignées ainsi tout à l'heure. Si l'on pose alors 



_ r dz 



ou 

^ = snx, 

Téqualion de Lamé, en la prenant sous la forme 



devient 



ou enfin 



s[^«^^]-;^,<^=-"-' 



d I dv\ y , , ,v 

dz\dx) ^ô(^) "" 

d*y 



c'est surtout de l'équation 

d^y 
(i) ^ = [/i(/i-+-i)X:*sn*a7-^//]7 

que les géomètres se sont occupés, n désignant alors un 
nombre entier. 

Pour intégrer cette équation, nous changerons de variable 
et nous poserons 

X = K' /— I -f- e ; 
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elle deviendra alors 

Nous poserons donc 

7=/(e)4-At/(Ê)-t-...H-Av/v(E), 

G, a, p désignant des constantes,^ peut se développer sui- 
vant les puissances positives et négatives de e et, en choisissant 

convenablement G en le prenant égal à rÀ-x > on pourra sup- 
poser que le terme en - dans/ a pour coefficient i ; on aura 

alors 

_ I Al Aji.a _, Ay. 1 .2.3. , . V 



sn*Ê ê' 

r^ désignant une quantité finie pour e == o et po, p^i . . • des 

coefficients constants. Remplaçons y et — — par ces valeurs 

dans (2), il suffira d*exprimer que, pour ê = o, le premier 
membre ne devient pas infini et qu'il est nul ou que les 
coefficients de e®, e"^, e"^, ... sont nuls; car ce premier 
membre, étant doublement périodique de seconde espèce, est 
constant s'il n'a pas d'infinis. 

Remplaçons donc y et — -^ parleurs valeurs dans(2), mulli- 
plions par e- ; nous aurons 



T. a Al 2. 3 _, Avi.2.3. . . fv -f- 2) 

o = • -4- . . . itz ^^ — ■ 

— [Ai(/i-M)(i-l-/?oÊ*^-/>je*-^---)-^ As*] 
/ 1 A, Avi.a...v \ 



JJO CHAPITRE III. 

en n'écrivant pas les termes inutiles. En égalant à zéro les 
termes en e^, s, e», . ,, e-<v+i)^ q^ trouve 

1 .2.3.. .(v -I- 2)Av = I .a.3. . . V Av/i(/i -+-i), 
1.2.3. . .'V -i-l)Av-i= 1.2.3. . .(v — i)Av-î/i(« -4-i), 
1.2.3. . . vAv-1 =i.2.3...(v— 2)Av-ï/i(n -t-i) 

-r 1.2.3. . , V Av[w(/i -+- i)/>o-+- h], 

m 

• • • J 

d'où l'on lire d'abord 

(v -t-I )(V -h2) - /i(7l -r-l), 

ce qui montre que n doit être entier, si Ton veut que v soit 
fini. On voit ensuite que Av_4 = o, Av_3 = o, . . . , en sorte que 
les dérivées de/qui entrent dansy sont de même parité. Enfin 
on a deux équations de plus qu'il n'en faut pour calculer les A ; 
on disposera alors de a et p, de manière à satisfaire à ces équa- 
tions. Quand on aura une solution de l'équation (2), il sera 
facile d'en avoir une autre, et Ton voit que l'équation de Lamé 
est intégrable par les fonctions elliptiques quand n est entier. 

XXI. — Étude puarticulière des équations du second ordre. 

Les équations linéaires du second ordre, sans, second 
membre, jouissent de propriétés curieuses qui ont été révélées 
surtout par Sturm, et dont nous allons faire connaître les 
principales. 

Nous avons vu qu'en posant^ =yi ^^yx étant une solution 
d'une équation diflFérenlielle linéaire en y et sans second 
membre, l'équation s'abaissait sans perdre sa forme linéaire ; 
mais on peut abaisser encore autrement l'équation quand 
elle est du second ordre. 

Considérons, en efiet, Téquation suivante, où A, B, C sont 
des fonctions quelconques de x^ 
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s\ yi est une solution de cette équation, on a 

multipliant (i) par j/"j et (2) par^, puis retranchant, on a 

^ .rt fi\y —y d^yi _^ g yidy—ydy, ^ ^ 
dx* dx 



Si alors on pose 

(3) 

ou (p. 59) 

ou 

(i) 

on a 

ou 

ou enfin 



y 



y\dy—ydyx _ , 



~ e^ yi \ — e J y^ dx 

J yi 



L dz _- 
A -7 — \-\^z ~o 
dx 



= J"i 



dx 

z = e*' 



^''fk 



e J ^ dx. 



Théorème I. — La fonction y définie par C équation (i) 
n'a que des zéros simples, si ^ reste fini. 

En effet, l'équation (3) devient, en remplaçant z par sa 
valeur, 



dvi dy — / T ''-^^ 



Pour que l'on eiit y =z o^ -^ z=z o, il faudrait que -r- fût infini 
ou que j^i ou ~ le fussent. 

Théorème II. — En général, deux solutions y et y i ne 
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pourront pas s^ annuler en même temps, et leurs racines se 
séparent mutuellement (quand on les suppose réelles ainsi 
que x). 

La première partie de ce théorème est évidente, en vertu 
de (5) : si Ton fait alors x^=ol ety=p, a et ^ désignant 

deux racines successives de y^ = 0, —^ prendra des valeurs 

de signes contraires ; donc, en vertu de (5), comme le second 
membre de cette équation est positif, il faudra que y prenne 
aussi des valeurs de signes contraires ; donc entre deux racines 
Aty^ = o, il y en a une de y = o, et entre deux racines de 
j^ = o, il y en a une àe y^^=.o. Mais cette conclusion est 
soumise bien entendu à des restrictions qui dépendent de la 
continuité des solutions considérées. 

Théorème III. — L* équation ( 1 ) peut toujours être 
ramenée à la forme dite canonique 

X e/ V désignant des fonctions de x seul. 
En effet, cette équation développée est 

dx'^ dx dx •/ ~" » 
et on ridentifiera avec (i) en posant 

d\ 
X dx V 



d'où Ton tire 



A " B ■" C ' 



^Sl'\ V ^ -9- e/^'. 



X — e, , - A 

A 



Théorème IV. — Si Von met en évidence un paramètre n^ 
U équation canonique pourra s'écrire 
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si l'on change n en ni, on a la nouvelle équation 

les fonctions y et y i satisfaisant à ces équations, donne- 
ront, en supposant la variable réelle, 

OL et ^ désignant soit deux valeurs annulant X, soit une 
valeur annulant y et une valeur annulant y ^^ 

En effet, en multipliant (7) par j'i et (8) parj', on a par 
soustraction 

,. Yx d*Y — y d*Yi d\ >', dy — v dyt , . ,, 

OU bien 

d Fv y\ ^'> — y ^y\ 1 / s ^r 

di[^ dx • j=("'-").r.r.v- 

En prenant pour limites d^intégration les nombres a, ^ choisis 
comme il a été dit, on a 



o = (/i — /11)/ yy^S dx^ 



et, comme n — ■ /^«^o, le théorème précédent est démontré. 
Théorème \ . — Entre les mêmes limites, on a encore 

3 dy dyx _ 



JoL ^X 



-gj dx dx 



En effet, multipliant (7) par n^yi et (8) par ny, puis sous- 
trayant, on a 

d^ /„ nxyxdy-nydy x\ _, dy dy^ ^ 

l'intégration donne la formule qu^il fallait démontrer. 
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Théorème VI. — On peut toujours ramener Inéquation 
linéaire du second ordre à la forme 

G désignant une fonction de x seul. 
En effet, considérons l'équation 

si nous faisons j^= < s, nous aurons (p. 121 et 122) 

I . dt ry \ dz /, dit ^ dt ^ \ 



. d>z I . dt 



l'équation sera donc ramenée à la forme voulue, si Ton dispose 
de /, de telle sorte que 



A dt 
ik -, — h Bf = 
dx 



ou que 

t — eJ^^ . 
Lorsque l'équation a la forme canonique 



alors 



A = X. B=g, C = V, 



et il faut prendre 

t =L e J ^^ = -— . 

XÎII. -— Invariants des équations différentielles. 
Considérons une équation différentielle linéaire d'ordre n 
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dans laquelle Y désigne la fonction inconnue, X la variable 
el P|, P2, . . . , P/i des fonctions de X. Si Ton pose 

il est facile de voir que Téqualion (1) se transforme en une 
autre équation linéaire du même ordre 

Nous démontrerons qu'il existe des fonctions de P|, P^, . . . 
et de leurs dérivées par rapport à X, telles que, Tune d'elles 
étant F(Pi, Pj, . . . , P',, P'^, . . .), on a 

ii) F(p„p„ ..., p'i,i>'„ ...)=F(/>„/?„ ...,/?',,/?;, ...)?<- 

Ces fonctions F sont des immriants, et, si w = o, on a ce que 
Ton appelle un invariant absolu. 

Le nombre des invariants distincts est nécessairement 
limité : en effet, une équation telle que (4) établit une relation 
entre les P et les p ; or, quand les P, ç et ^ sont donnés, les p 
sont déterminés; il ne peut donc exister entre ces quantités 
plusdcAZ relations distinctes; les formules, telles que (/{). sont 
donc au plus au nombre de n — i et, si Ton suppose to = o, 
au nombre de /i — 2 au plus. Ainsi le nombre des invariants 
absolus distincts d^une équation linéaire d^ ordre n est au 
jUns égal à n — 2, et les équations d'ordre inférieur à 3 
n'ont pas d'invariants absolus. 

Si Ton considère une équation linéaire du second ordre 

( 5 ) z" — az' ->rbzy 

dans laquelle :; désigne la fonction inconnue, x la yariable z' , 
^ les dérivées de .3 et a, 6 des fonctions données de x^ et si 
Ton pose 

(6) jr-^'-S 
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on trouve 

et, en continuant de différen lier en remplaçant toujours z" par 
sa valeur tirée de (5), 

Télimination de 2""*, -3''~*>3', . . . entre ces équations fournit 
une équation linéaire d'ordre n en y. Il est facile de déduire 
ses solutions de celles de l'équation (5) : appelons en effet ^i et 
S2 deux solutions distinctes de (5) ; l'équation en z sera satis- 
faite en prenant 5 = C|2< 4- C2;;2> c^ et Ca désignant des con- 
stantes, et l'équation en y le sera en prenant 

et, par suite, en prenant 

y = (CiZi -+- c,^î)«-i -h (c'i 5, +■ c', Zi)^-i -+-..., 

C|, c.^f c\^ c\j ... désignant de nouvelles constantes arbi- 
traires, et, par conséquent, en prenant y égal à l'une des 
quantités z'l~\ z'I'^ Z21 ..., qui seront autant d'intégrales 
distinctes de cette équation; les intégrales distinctes de 
l'équation en j^ peuvent donc être mises sous la forme 

Réciproquement, si une équation linéaire et homogène 
d'ordre n admet des intégrales de cette forme, elle se trans- 
forme en équation linéaire homogène du second ordre en 
posant^ =: z^~^] en effet, on peut former une équation linéaire 

et du second ordre en zajant pour solutions \/j^i et ^ \yiî 
cette équation, quand on y posera z^^* = J^> fournira alors 
l'équation en y. 
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Cela posé, chercher la condilion pour qu'une équalion 
d'ordre n 

se transforme en une du second par la substitution z"~^ =^J'i 
ou ait ses intégrales de la forme ^^^ ^i ^j Xi '^? • • • -• c'est une 
seule et même question. 

Or éliminons 5"'*, z'^~^z'. . . ., z'"~* entre les équations 
(6), (7), (8) : nous obtiendrons, comme nous l'avons fait 
observer, une équation d'ordre n 

fin y d"-^ y 

Si, entre les équations qui donnent p^^ p.y, . . ., pn et leurs 
dérivées, on élimine a, b et leurs dérivées, on obtiendra des 
relations invariantes exprimant que l'équation (9) a ses solu- 
tions de la forme^^i, j^i ^, . . ., J'i ^""*. On peut obtenir ces 
relations autrement : formons Téquation admettant les solu- 
tions distinctes j^i, On . . ., ^"~*j'i. Soit ¥{y) cette équa- 
tion, on aura F(j'4) = o et ¥{ty^)=^o\ donc les équations 
F(v)^o et F(^v) = o ont une solution commune, et l'on 
peut dire que 

(10) F(/7) = o, ..., ¥{tn'^y) = o 

ont chacune une solution commune avec F = o, que nous 
supposerons être l'équation (9). Réciproquement, si les équa- 
tions (10) ont chacune une solution commune avec F=:o, 
cette équation aura pour solutions ^^i , tyxy t^yit •••; or, 
pour exprimer que deux équations ont une intégrale com- 
mune (p. 129), il faut une condition; donc enfin, pour 
exprimer que l'équation F = o a une solution commune 
avec chacune des n — 1 équations (10), il faudra écrire 
fi — 1 relations entre les coefficients p et leurs dérivées; ces 
relations seront d'ailleurs rationnelles. Ces relations seront 
évidemment invariantes; c'est-à-dire que leurs premiers 
membres seront des invariants; en divisant alors, si cela est 
L. — Traité d'Analyse, V. 12 
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nécessaire, les premiers membres de ces équations par une 
puissance convenable de Tun d'eux, on trouvera n — 2 inva- 
riants absolus. 

Ces n — 2 invariants absolus seront distincts, car la rela- 
tion qui exprime que F(^) a une intégrale commune avec 
F(^'y)est évidemment distincte de celle qui exprime qu'elle 
a une intégrale commune avec ¥\tJy). 

S'il fallait effectivement appliquer ce procédé à la recherche 
des invariants, il faudrait y renoncer; car les calculs seraient 
d'une longueur rebutante : nous allons indiquer une autre 
méthode encore assez pénible à appliquer, mais plus pra- 
tique, et qui aura en outre l'avantage de bien mettre en évi- 
dence les propriétés des invariants. La méthode précédente 
étâbb't le théorème suivant : 

Pour qu^une équation différentielle linéaire puisse se 
ramener à une équation du second ordre par un change- 
ment de variable 

il faut et il suffit que ses invariants soient nuls. 



XXIII. — Équation canoni<pie invariante. 

Je suppose que l'on connaisse un invariant Vde l'équation 
différentielle 

effectuons la substitution 

et déterminons <p et t}« de telle sorte que la fonction ç, trans- 
formée de V, soit égale à l'unité et que le coefficient pi de 

^^. dans l'équation transformée soit égal à l'unité. Les 
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n — 2 invariants absolus sont des fonctions de p«, p^^ . . ., 
Pn ; donc il existe n — 2 relations entre/?!, p^^ ...,/>;, et les 
invariants; si donc on rend/>i égal à zéro et si Ton choisit 
un invariant, c'est-à-dire une fonction des p égale à un, les/> 
seront des fonctions des invariants absolus, c'est-à-dire eux- 
mêmes des invariants absolus. 

Le même raisonnement prouve évidemment que l'on peut 
choisir arbitrairement deux coefficients de l'équation trans- 
formée, pourvu qu'ils ne soient pas pris égaux à des fonctions 
de X qui ne soient pas fonctions des invariants, et l'équation 
transformée aura encore pour coefficients des invariants 
absolus. Mais, si nous avons dit de prendre />i = o, c'est 
qu'il est facile d'annuler ce coefficient et beaucoup plus 
difficile d'annuler les autres. 

Nous voilà donc en état de calculer tous les invariants 
absolus, pourvu que nous a^^ons à notre disposition un seul 
invariant. Nous appellerons équation canonique invariante 
l'équation que nous venons d'apprendre à former et dont les 
coefficients sont des invariants absolus. 

Lorsque tous les invariants sont constants, les coefficients 
de l'équation canonique sont constants; donc : 

Lorsque les invariants d^une équation sont constants, 
elle peut se ramener à une équation à coefficients con- 
stants par un changement de variables. 

Soient /?4, /?2, ..., Pn des quantités rationnellement 
exprimables au moyen de a et p : si entre a et ^ il existe 
une relation y*(x, P)=o de genre [Ji, on dira que les quan- 
tités p forment un ensemble de genre |jl [bien entendu, si 
l'on peut choisir a et ^ de manière que /(a, P)= o soit d'un 
genre v difliérent de |jl et si v < [x, on dira que le genre de 

l'ensemble jD4,/72 7 • • • est v]. 

Si Ton convient d'appeler équation difl'érentielle de genre 
{x celle dont les coefficients forment un ensemble de genre |ji, 
on pourra énoncer le théorème suivant, dû à M. Halphen, 
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ainsi que toutes les considérations précédentes sur les inva- 
riants {Mémoires des Savants étrangers j 1884). 

Pour qu* une équation différentielle linéaire soit réduc- 
tible à une équation de genre [x, il faut et il suffît que 
ses invariants absolus forment un ensemble de genre [x et, 
en particulier, pour que Von puisse rendre ses coefficients 
rationnels, il faut et il suffit que ses invariants absolus 
soient rationnels. 

Nous ferons une dernière remarque, c'est que tout inva- 
riant d'une équation est aussi un invariant de Téquation au 
multiplicateur ou de l'adjointe : cela résulte de la façon même 
dont se calculent les coefficients de l'adjointe (p. r27). 

XXIV. — Galcnl d'un inyariant. 

M. Halphen, dans son Mémoire déjà cité et qui a remporté 
le grand prix de Mathématiques, fait connaître un invariant 
de l'équation 

d"r d''- U' n(n — i) d'*--^r 

cet invariant est 

(1) p\ — 3(/?'j — 2/?i/>'i ) -+- 'li^pi — 3/?i/?2 -h ip\)\ 

pour le trouver on peut appliquer à une équation du troi- 
sième degré le procédé général indiqué plus haut et on vérifie 
sans peine que cet invariant, considéré comme appartenant à 
une équation quelconque, se trouve multiplié par [?(^)]* 
quand on effectue la substitution 

dr 



DES ÉQUATIONS LIiNÉAlRBS. l8l 

EXERCICES ET NOTES. 
!. Intégrer 

:2. Intégrer 

d*^y n d^-^y n(n—\) d^-^y 

3. 1/équation 

71 c?«^ n(7i — i) ^^7 _^ fl^2«jK _ 



a pour solution 

r* cosaa: , 

on demande de l'abaisser. La même expression satisfait aussi à 
réquation 

d^y n — i dy 

dx^ X dx '^ 

que l'on demande d'intégrer. 
4. Intégrer les équations 

_Z _^ = e- + e-, 
d^y dy 









dx"^ -^ 



o. Intégrer 



rf«-ï I 
sachant que -; r r est une solution. 



CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 



I. — Remarques sur le calcul inverse des intégrales définies. 

11 esl, en général, impossible de trouver une fonction ^(jr) 
satisfaisant à l'équation 

f{^) et 4'("^> ^) désignant des fonctions données et or, b des 
nombres donnés. En effet, sif(x) devient infini, '^{z) •}(j?i 3) 
devient lui-mémo inûni, mais l'équation 

sera satisfaite, en général, pour des valeurs de j: et 3 variant 
simultanément d'une manière continue, de sorte que l'inté- 
grale sera infinie pour des valeurs de x formant une suite 
continue^ la fonction ^(x) sera donc infinie pour une suite 
continue de valeurs de x, ce qui n'a pas lieu en général. 
Ainsi l'on ne saurait avoir, quel que soit x^ 

-1-1 






en effet, pourx= o, l'intégrale devant être infinie, il faut que 
y (;;) soit infini entre — i et -+- i , et l'intégrale alors sera tou- 
jours inilnie : elle ne pourra donc en général représenter - - 

Quoi qu'il en soit, si l'équation (i) admet une solution^ 
ou, plus généralement j s' il existe une fonction 8(x, z)^ telle 
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que Von ait 

b 



•J a 



il en existera une infinité d^ autres de la forme 

6(j?, ^)-4- ïïy(.3, a:) — t / Ts(Zf x)dZf 

TïT désignant une fonction arbitraire. 

En eflet, soit 9(j;, ^)-\-'f^{x^ z) une autre solution (s'il 
n'en existe pas d'autre, y^ sera nul), on aura 

f{x)^- f 6(37, z^dz-.- f 7(^, z)dz 



OU 



(2) / y{x, z)dz=o\ 

on y satisfait en prenant 

y{T, z) = m(z, x)— r / ts(z, x)dz; 

d'ailleurs toute solution de (2) est de cette forme; car, si 
y (-3, x) satisfait à (2), on a identiquement 

X(^» -)==X(^» -)— ^-__— / y(x,z)dz. 



II. — Résolution d'un problème. 

Problème I. — Trouver une fonction 'f 7/(^)5 telle que Von 
ait 

(1) / e(a:)<p„(a:)ûte = o, 



a 



9(jr) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i. 
Soient o)^*(a:), 'f/7'(^)5 ••• les intégrales successives de 
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ï/iC*^)» prises de manière à s'annuler pour x=.a\ on a, en 
intégrant par parties, le premier membre de (i) 

Celte formule ayant lieu, quelle que soit la fonction 0(:r) de 
degré /i — i , faisons successivement 0(x):= i,^,a:-, ... j"""" , 
nous aurons 

la fonction ^J"{x) ayant toutes ses dérivées nulles pour t = a 
et X = 6, jusqu'à la (/i — i^'^e inclusivement, on aura 

^{x) étant fini pour a; = a et ^ ::= fr, et Ton voit d'ailleurs , 
a posteriori, que toute expression de la forme précédente 
satisfera à la question. On en conclut 

et, sans nuire à la généralité, on peut aussi poser 

?'.(^^= (2."=^ TTdr:^ £f(^- '')"('- ^^''''^^^J; 



o,i(j:) est alors le coefficient de t^ dans le développement 

dx 



de ^{^z) -y^i z désignant la racine de Inéquation 



(2) Zr=X-\'t- ï > 

qui peut se développer par la formule de Lagrange 
(p. 357, l. III). Cette dernière formule donne en effet 

J^(z)dz =f^x)dx -+- 1 ^^""^""j!^"^^ 'K^) + . . . 
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et, en différenlianl, 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Quand on suppose a = — i , 6=4-1, '^^{x) = i , on a 

I d^ 

^^ ^ '1.4. ..'>.n dx'' ^ ■ 

les fonctions cpi, co^, . . . cp,;, . . ., dans ce cas^sont ce que Ton 
appelle les polynômes de Legendre; Legendre les définissait 
comme étant les coefficients des diverses puissances de t dans 

le développement de(i — lix -{- 1-^ ^ suivant les puissances 
de /; en effet, Téquation (2) se réduit dans le cas actuel à 



x^ ^— I 

Z = X -^ t > 



d'où Ton tire 

,,. l±s/\—'2tX-\- n 

(3) z= 

dz I 



dx ^1 — ^ix-^t^ 

il faut prendre le signe + devant le radical, parce que la 
racine que développe la série de Lagrange doit se réduire à x 
pour ^ = 0, ce qui exige que dans la formule (3) on prenne 
le signe — ; si donc on pose 



y/l — 2tx -^x^ 

on aura 

"~~ 2.4-6.. .1/1 ûte'* 
Cette formule est due à O. Rodrigues. 

Problème II. — Trouver une/onction 'f{x) ne possédant 
pas dans l'intervalle compris entre x = a et x =^ b une 
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infinité de maxiina et de minima et donnant lieu à i*t 
formule 

quelque $oit n. 

La fonction ^(x ), n^a\anl pas entre a ci b une Infinité de 
niaxima et de minima, ne peut non plus avoir une infinité de 
zéros dans cet intervalle, à moins d*étre identiquement nulle. 
Soit alors h{^) un polvnôme entier changeant de signe avec 
'f(jc) : l'intégrale 



' a 



oix)dx 

Hcra différente de zéro, tous ses éléments étant positifs si îp(j:) 
nV;st pas identiquement nul, ce qui est absurde en vertu de (i); 
on doit donc avoir (p( x) = o dans Thypo thèse où nous nous 
plaçons. 

III. — Polynômes de Legendre. 

r)'a[)n;s ce que nous avons vu, on peut définir le polynôme 
X„ ou X„(r) de Legendre comme le coefficient de U* dans 

le développement de (i — 'jAx -\- L'^) " ordonné suivant les 
puissances de /, et, à ce point de vue, on a 

_i 

rintégrale étant prise le long d'un cercle décrit de l'origine 
comme centre avec un rayon moindre que un, le point x 
étant à Tinléricur de ce cercle. On a aussi, comme on a vu, 

1 d"^ 

^ ' " -2. 4... '2/1 dx'^ ^ ^ 

Cl, par suite, 
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d'ailleurs, quel que soit le polynôme de degré n — i repré- 
senté par ^{x)y on a 



-Hl 



(4) / ^{X)\adx =0. 

Chacune de ces propriétés va nous en fournir une foule 
d'autres. 

Et d'abord, si nous posons 

_i 
(5) y = {\ — itx-^t^) ' = Xo-r-Xi^ -^.. .-hX;,^'»-+-. .., 

on voit que, pour x = \ ^ y se réduit à (i — 0*» donc dans 
ce cas Xo = X< = Xj = . . . = i ; ainsi : 

Quand on suppose ^ = 1, la fonction X„ se réduite 
r unité; de même^ en faisant x ^= — i , on verrait que 

- * 

Si Ton fait x = 0^ y sq réduit à (i -H /"-*) ^, dont le dévelop- 
pement est bien connu \ on en conclut qjie : 

Pour :r = 0, on a X, = X3 = . . . = ^in+\ =<S 

,, I . > . . . . C •>. /? — I ) 

On a, en posant x = cosy, 

_ 1 _j 

j = (i — eY*'-»/) ^(1 — e-yv^r/) *^ 

et l'on voit que y sera développable par la formule (5); si t 
est moindre que l'unité, on a seulement un module moindre 
que l'unité. Tant que x sera compris entre +1 et — 1, on 
conclut de la formule précédente et de la formule du binôme 



el. par suil^. 



,/ t. 5. ..un — I -— 1.3... ?/ï — I I . m^.—^ \ 

^ 'i.^...-in — 2 2.4- -an 2 



ou bien 



^^ 'jfffi-t-it . — . —^^-oc/t-' -c**^n — 27 — ... ). 

donc, en comparanl avec < . j », 

^ /i.3.>...'ji/i — I 1.3. ..2/1 — Il \ 

X/i*i - 2 ( — - . ros/iv cosn — 27 — ... I • 

^ 2-4. (i... 2/1 -T- 2 2.4. ..211 2 ' 

Celle valeur de X„ est évidemment maxîma pour y==Oj <>" 
pour cosy = i ; donc ; 

La plus ffrande valeur que puisse acquérir le poly- 
nôme X„ entre les limites — 1 et -{- \ de sa variable est 
('f^ale à un. 

On lire de (5) 

-^=(i-2/j--^/«) n^-0; 

ou bien, en mullipliant par (i — 7,tx -\- t^), 

dy -1 

(i — 2^a:-T-/«) -^- =(i— 2iJ7-f-/*) ^{x — t)\ 

remplaçant *;^etj^ = (i — 2^^: + /-) ^ par leurs développe- 
ments déduits de (5), on a 

(I — a /T-+-M)(X,-i- arX, -H 3 ^«X, -+-...) = (•r — /)(Xo -H X, /-+-...); 



ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. IQI 

en effecluaDt les produits indiqués et en égalant de part et 
d'autre les coefficients de t^y on a 

(6) (/i -i-i)X;,-Hi — (2/1 -+- i)X,4jr -+- n\n-ï = o. 

Celte for mule prouve quelLn = o a toutes ses racines réelles 
et que les racines de X^_| = o séparent celles de X^ = o^ 
toutes ces racines sont différentes et comprises entre — i 
et -^-i. 

En efiet, les polynômes Xo, X|, ..., X,| forment une 
suite de Sturm, puisque, X„ s'annulant en vertu de (6), X„^.| 
et Xn_4 sont de signes contraires ; X,|^4 et X^ ne peuvent s'an- 
nuler en même temps, sansquoi l'on auraitaussiX/i.i =o, . . . , 
Xq = o ; or Xo = i . Enfin , pour X = i , la suite n'a que des 
permanences, puisque X„ = i ; pour x=z — i , elle n'a que des 
variations, puisque X„ = ( — i)", donc, etc. c. q. f. d. 

On déduit de (6) 

(2/l-+-l)Xrt(,T)a7 = {n -\- \)\n+\{x) -\- n\n-\{x), 

(2n-f- i)X„(>5)5 =(/i-f-i)X„4-i(>3)-+-/iX„_,(5); 

multipliant la première formule par X„(:;), la seconde par 
X«(jc) et retranchant, on a 

{in -\- \){Z — X)\n{x)^n{z) 

= (/i-+-i)[X;,-H,(;;)X„(ar)— X„(;5)X„^.i(ar)] 

Faisons successivement x = o, i , 2, . . . , /î, et ajoutons les 
formules que l'on en déduit, il viendra 

[Xo(^)Xo(>5)H-3X,(:r)X,(z)-+-...-+-(2/i-M)X«(ar)X«(^)](^— .r) 
= (/n-i)[X«+i('5)X«(x)— Xrt(.5)Xrt+,(ar)] 

ou enfin 



(^\ ) '; z[X/z+i(iî)X„(^)— X„(.5)Xrt+,(a:)] 

= Xo(:r)Xo(;î)4-3X,(a:)Xi(4î}4-...-l-(2/H-i)Xn(a:)X„(^). 
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L'éqaalion ''6 i permet de former les fonclioDS X^ de proche 
en proche; on a 



x.= 


1. 






X,- 


T. 






X,- 


1 


— 


f 

- > 


x,= 


3x» 

2 


— 


3 


Y. — 


'•", 


ri 


3.-> 



1.3 

y 



2.4 2.4 !2.4 



et les polvDÔmes X^, sont ailemativemenl pairs et impairs, 
ce qui résulte de la simple inspection de la formule (^>), ou 
même de la formule (2). 

La formule (/i) nous montre que 



f \,„^(x)djr=o. 



toutes les fois que ^{x) est de degré m — 1 et, par suite, si 
m est différent de w, 

(8) / \,n\ndx = 0: 

on peut se demander quelle est la valeur de Tintégrale qui 
entre dans cette formule, quand m = n. On trouve, en appli- 
quant la règle de l'intégration par parties, 



f 



• - 1 



dx 



dx'* dx'* 



= (—!)« I (a:2— i)« 



_ , <^^*" 



dx 



=^( — i)" / (a-'^— 1)« 1.2.3... a/ié/j-; 
en mettant x'^ — i sous la forme {x -\- \){x — i), une série 
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d'intégrations par parties conduira enfin à 



9. 



2/l-f- I 



(9) f XJûfj? = 

On peut arriver autrement à cette formule. Elevons en effet 
au carré les deux membres de la formule (5) et intégrons de 
— I à 4- I, nous aurons, en ayant égard à (8), 

ou bien 



K 





I 

7 


log 


I — f 


= .. .-f- 


..-./;'x. 


dx 


1t-^ 


/8 


-h. 


...-h 


ltln-h\ 


+ 


• • • 1 ^— • • 


.^*' 


in -h I 



ou 

,-+-1 



en égalant les coefficients de t^'^y ou trouve la formule (g). 



IV. — Expression des fonctions X„ sous forme d'intégrales définies. 
Nous avons vu que l'on avait 



(I) 






2^J7 H- ^ 



2 



l'intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon R plus 
grand que un. Marquons les deux points critiques 



^ = :r±v^ 



ou, en posant x = cos*^/ 



î 



pourlesquels la fonction placée sous le signe / devient infinie. 
Soient i et i' ces deux points; soit aa' une ligne joignant 



L. — Traité d'Analyse, \\ 
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deux points voisins de i et i', avec ia el i' a! comme rayons : 
décrivons de petits cercles p et p' autour de / et V\ en dési- 

Fig. a6. 




gnant par (C), en général, l'intégrale prise le long du con- 
tour C, on aura, en supposant modf<^R, 

(circ.R)= -H(aa')H-(p')-h(a'a)-+-(p) 

et, comme (p) et (p') sont nuls et qut 



on a 



{aa') = {a'a), 



\n = a(aa') : 2t /— i == 



(aa) 

TU / — I 



Z = 



I" Si aa' est une droite, alors il faut intégrer en posant 
x-^-y \/— 1 , rfc = y/'— I dy, depuis y=z — y/i ^ x- 



jusqu'à y=z-ir\l\ — x'^^ et Ton aura 



,/r=T« 






Si Ton fait alorsj^ = ^ i — ^r^coscp, on a 






do 



V^x'-icoso)"-^'' 
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en changeant z en- dans la formule (i), on a 



Xn = 



= '= r ^ 



%zx -\- z* 
et, en traitant cette intégrale comme la précédente, on trouve 

j /«w 

Xrt= - / ^©(jr-H /a?* — icoscp)". 

Enfin, en prenant pour contour d'intégration aa' l'arc de 
cercle décrit de Torigine comme centre et limité aux points / 

et «"', on posera z = e^^^ et Ton aura 

An = 






Y ' ' 



OU 






ou 






'^' .-^--î)^^^^ 



ou enfin 



^./ V^2(COSO — 



cosY) 



-Y 
/ 



cos ( /i 4- - 1 6 i/6 

"^^ /2(C0SÔ — COS Y) 



V. — DéYeloppements en série de fonctions X». 



Reprenons la formule (7), (p- 191) 

1 (^n-^lX/i — X/i^iZ/,) 

(I) Jz-x^ 
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si Ton intègre les deax membres de — i à — i, on a 

Maltiplions les deux membres de (i) par la fonclion continue 
/{z) et intégrons de — i à -f- i, nous aurons 






+1 



si l'on remplace X|, et Z^ par leurs valeurs (p. 190) 



/cosj 
^^ 



6dB 



,(..1) 



/cos [ /i — 
t:\ 2(cost, 



cos6 — cosv ) 




— coso) 
le premier membre de (3) prend la forme 

^'' I cos(/n- i)ecos(/i-T- Î)t, j 

— cos ( n — l) T, cos ( n — I ) *) . fiz^ , „ , 

1 -^tin- ^ — - — — — -' . ^ à -;;; dS OO ttT,. 

' \(cos6 — cosy)(^cost, — coso; ]^ "^ 

et sous celte forme on voit que, si la fonclion f{z) est de celles 
qui ont un nombre limité de maxima et de minima, cette 
intégrale n'a de valeur sensible pour /i = oc que si z est voisin 

de Xy à cause des facteurs à courte période cos(/j -h -)9, 

cos( /i -: — j'/;. On peut donc dans (3) supposer :; très voisin 

de x, et resserrer les limites entre x — s et x + e, s désignant 
une quantité très petite et positive; on peut alors faire sortir 

f{z) de dessous le signe / > et Ton est ramené à chercber la 



ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. I97 

limite de 

qui, en vertu de (2), est égale à 'if[x)\ on a donc, en faisant 
/? =00 dans (3), 



-4-1 



On trouve ainsi le développement de /(x) en série de fonc- 
tions X„ : pour que cette formule ait lieu, il n'est pas néces- 
saire quey"(^) soit toujours continue entre les limites — i et 
4- I ; il suffit que ses discontinuités ne soient pas de nature à 
empêcher les intégrations que l'on a été obligé de supposer 
{voir la théorie développée t. III, p. 392). Si, pour 5 = 0:, 
fi^z^ a deux valeurs /i et fi^ le premier membre de (4) doit 

être remplacé par — — ^• 

Si l'on pose 



+ 1 _ _ . . x»+l 



6„(a-)= - Xo Ç Z„f{,z)dz --. . .-V- -^^ X„ f Zn/Wdz, 

le second membre de cette équation sera un polynôme 6//(^) 
de degré /i, et, parmi tous les polynômes de degré n, ce sera 
celui qui s'approche le plus de/(^) ou, si l'on veut, pour 
être plus correct, ce sera celui qui rendra 

minimum. En effet, tout polynôme ^n{^) peut se développer 

ainsi 

6/1 (a?) = A 0X0 -4- AjXi -h. . .-h A/jXrt, 

Ao, A|, ... désignant des coefficients constants. Déterminons 
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ces coefficients de telle sorte que 



soit minimum. Pour cela, dilTérentious par rapport aux A, et 
soit la caractéristique difTérentielle dans cette hypothèse, 
on aura 



lu = z l [/(a:) — AqXo — . . . — ArtX/,](Xo8Ao-h. . .-i-X«oAn)ctr. 

Si Ton veut que u soit minimum, ou devra être nul, et par 
suite les coefficients de oA©, oA|, . . . devront l'être; rempla- 
çant AoXo-h. . . + A;,X/, par 6/,(x), on aura alors 



C^-^'^ 



) — e,i(a7)]Xorfjr =0, 



d*oii Ton tire, en général, 



f i^n{x)\idx OU -^^^ = Ç \if{x)dx. 

On en déduit pour ki le coeHicient de X/dans le développe- 
ment àe f{x). Cette propriété a été découverte par M. Plarr. 
Une théorie, toute semblable à celle que nous venons de 
donner des polynômes X;,, pourrait être faite pour les poly- 
nômes 

mais, dans les intégrations, aux limites — i et + i il faudrait 
substituer a et 6. 
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VI. — Intégration par les fonctions de Legendre. 

Nous avons trouvé (p. 18^), pour l'expression du polv- 
nôme X,,; la formule suivante : 

'2, 4... in û^« ^ ^ 

Posons 

z =(r* — ï)'», 

prenons les dérivées logarithmiques des deux membres de 
cette formule ; nous aurons 

I ds inx 



z dx x^ — 1 
ou 

(a?* — i)^ —iLnxz =0; 

en difierentiant n + i fois de suite au mo}^en de la formule 
de Leibnitz, on trouve 

, . , df'-^^z , ^ d"-^^z , , d'^z 

(a?* — i) -; H- (tu- 1)20? -7 -+- /i(n -4- l) -; — 

d'^+^z , , d^z 

Si l'on observe que -r-^^ est égal à X^ à un facteur constant 
près, cette formule deviendra 

en sorte que X;, est une intégrale particulière de Téquation 

Voilà donc un type d'équations linéaires du second ordre, que 
l'on sait intégrer complètement au moyen de quadratures 
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quand n est entier. La formule 

X — I d'^{x^ — \)'* 

peut se mettre sous la forme 

l'int^'grale étant prise le long d'un cercle décrit autour du 
point X comme centre. Vérifions que la valeur de X„ mise 
sous cette forme (2) satisfait encore à (1); de (2) on tire 



dx 






portant ces valeurs dans (i), le premier membre se réduit à 



i I r (z^ — i)^dz 



si- 

X [{/i + i)(n -f-2)(j:*— i) -f-ax(/n- r)(^ — x) — n(n -m)(5 — j?)«). 

Si Ton remplace x- — i par z- — 1 4- 'xzi^x — z)-\-(^x — 5)- 
et X par x — z-\- z^ cette formule se réduit, à un facteur con- 
stant près, à 



StX 



''r(»'-'>"*'ld,, 



Kz — x) 



/l-f-î 



c'est-à-dire à zéro. L'équation (1), ainsi qu'on devait s'} 
attendre, se trouve vérifiée par l'expression (2); mais la 
marche que nous venons de suivre pour le constater montre 
que l'intégrale 



-i r (-"-'^^ dx 

2«J_j ^Z-X)'^^^ 



y satisfait aussi, les calculs restant les mêmes, de sorte que 
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cette dernière intégrale est aussi une solution de (i). Elle 
peut d'ailleurs se mettre sous la forme 



4 . . . 2 /i j_ , ax'^ L ^ — -^ J 



ou bien, en intégrant par parties, 

I r^' d^ . . dz 



2. 


.4. 


. .2/1, 


A. d.-'^' " z 


— X 


ou enfin 






J- , -5 X 




Nous poserons 










(3) 






_ I r'^^\n(z)dz 





en sorte que la solution la plus générale de (i) pourra se 
mettre sous la forme 

A et B désignant des constantes arbitraires. 
Reprenons la formule (p. 191 ) 

(4) (2/i-T-i)a7X„— (/n-i)X„+, — 7iX„_i = o; 

divisons par i(z — a:), après y avoir changé :r en 5 et inté- 
grons de — I à H- 1 : nous aurons 



^^ zZndz 






-t- O^/i+i — 'i— «-1 = o; 



en remplaçant z par z — ar 4- a: et en observant que 



/ Zadz^^O, 



on aura 

et S;, satisfait à la même équation (/\) que X„. 
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Or il esl facile de voir que l'intégrale 

satisfait, comme 

à l'équation (4); en effet, on a l'identité 



'(.^-/ii^co.!,,)"' '(x^/ii^co.!,?)— 



(» + •;■ :^co,i,,)— 



et, si l'on intègre de o à », on a 

fonction X'„ satisfait donc bien à la même équation (4j 
Ea et si l'on constate que X'„ = Âg, X', ^S,, on aura 

^ 3n ; or 
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On a ensuile 



A X -{- V J?* — 1 cos h cp V I -T- xr 



•^ 



X'. = r ; r^^~ r = X logt/i:^ 

donc enfin X'^= S;,. On prouve de même que 



i; 



-=x 



\x — ^x^ — icosho^ acp. 





VII. — Développement suivant les X» et les An. 

Les fondions X,, de Legendre et les fonctions conjuguées 
Su ont été appelées fonctions sphériques {Kugelfunctio- 
nen) par les géomètres allemands, pour une raison que Ton 
fera connaître plus loin ; les X;^ sont alors les fonctions sphé- 
riques de première espèce, les £« sont les fonctions sphé- 
riques de seconde espèce. 

Les fonctions synectiques sont développables, comme nous 
allons voir, suivant des termes multiples des fonctions sphé- 
riques; nous allons d*abord nous occuper du développement 

de -> dont nous déduirons tous les autres. 

Nous partirons de la formule établie (p. 191) 

n-h î 

(i) (X»^.|Z,i — Z,.,+j Xfl) = Xo Zo 4- 3 Xi Zj -J-. ..-+-('.>. /i~ i)\n^ui 

X — z 

et où In désigne, pour abréger, Xrt(3). Multiplions les deux 

membres par — — — dz et intégrons de — i à -h i . Si nous 

posons 0/, = S„(^), nous aurons 

= eoXo-f- 3eiX,H-. . .-h (an -+- i)e„Xa; 
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or 



z z — t 

+ 1 



(^«-hl^/i Z/i-j-i Xrt) 



1 f 1^. 

= ( ( 1 T ) : ( X,, Z/^^-^ — Z„ Xn-»-i) î 

2 J_j \X — iï ^ t/jC — t 

la première intégrale qui figure dans le second membre de 
cette formule se réduit à 



-+-1 ^-hi 



Xo / Zodz -^-. . .-^-{in -{-\)Xn f ZndzL 

c'est-à-dire à : la formule (2) devient alors 

X t ^ * 



4-1 



n-^-i r dz ï /Y 7 7 Y \^ L, 

'1 J , X — t z — t X — t 

= ©0 \o "4- 3 Oi Al -\- . . . -î-(2 /l -h I }^n X^» 

On en conclut que Ton aura 

(3) — ! — = eoXo-+-3e,x,-4-...-4-(2/i-i-i)e«x„-^-.... 

X / 

quand on pourra poser 

lim(/i-M) I dz=o (w = Qc); 

remplaçons dans cette formule l'intégrale de ^ • par sa 
valeur; elle deviendra 

Iim(/i -i-i)(X„+,e„— .e«+,x«) = o 

ou, en vertu des formules (5), (p. 194 et igS) 

A désignant un facteur indépendant de n. Cette formule aura 
lieu si Ton a 

, . x-^ Jx^ — I C099 , 
niod ( ^-- 1- I < I 



ÉTUDE DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 205 

OU 

mod(ar-i- }/x^ — \ coscp)< moà{t -\- //* — i cosho). 
Pour savoir quand cette formule sera satisfaite, remplaçons 

jc par {u-\ j et ^ par - ( r H — j ; nous transformerons 

celte formule en 

( 4 ) mod I MH h coscpf a }\ ^ ^^^ \v-r- — h cosh<|;( t? ) 

Remplaçons le premier membre par sa valeur maxima, le 
second par sa valeur minima; en désignant par [jl le module 
de f/, par v celui de ç', par a Targument de u et par ^ celui 
de V, les modules des deux membres de la formule précédente 
seront respectivement 

j ( {JL H J (cos'a -r- sin*a cos*©) 

-7- ( fx j ( cos* a cos* cp -f- sin* a ) -f- i ( |x* — -— j cos o , 

M V -^ ' J (cos*p-+- sin"pcos*h4/) 

H- (v ~ - J (cos*p cos*h<}^ -+- sin*p;-+- î( v* ^ jcosh»}^ . 

La valeur maxima du premier module, la valeur minima du 
second sont respectivement 

ai donc [JlkCv, la formule (/i)sera satisfaite, et la formule (i) 
aura lieu. 

Interprétons cette condition [jl <[v. Quand on se donne [x, 

X varie sur une ellipse d'axes [jl H et jjl ou |Jl, 

ayant pour foyers les points — i et + i ; quand on se donne v, 

t varie le long d^une ellipse d'axes vH — etv — ou v; 
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[ Fo«>Hermite, Cours d^ Analyse de V École Polytechnique, 
p. 443 et suivantes. — Christoffel, Ueber die Gaussche 
Quadratur (Crelle, t. 55). — Mehler, Bemerkungen zur 
Théorie der mecanischen Çi/arf/-a^i/re/i (Crelle, t. 63). — 
Gauss a fait connaître sa méthode en 181 5 dans les Commen- 
taires de la Société Royale de Gôttingue.] 

X. — Généralisation des polynômes Xn . 
Posons 

e(^) = (^ — a)^(z -^ b)?. ..(z — l)^(z — x)»*, 

a, p, ... y A désignant des constantes supérieures à — i et 
a, 6, . . ., / des constantes quelconques, n un exposant réel; 
posons, en outre, 

e(^ ) = (5 —«)«-»-» (z — ^)P-^i . . . (^ — 37 )«-»-« : 

on pourra écrire 

e'(-2) = 6(<2)[(a-hi)(<2— 6)...(>5 — ■r)-+-...-f-(/n- i)(z — a). ..]; 

a quantité entre crochets peut se mettre sous la forme 

F(ar)-h(<2 — ir)Fi(ar)-+-...4-(i!— a:)H'F,x(ar), 

F, F|, ... désignant des polynômes entiers et [x désignant le 
nombre des constantes a, 6, ...,/; et Ton aura 

B'{z)=ii{z)[F{x)'h{z^x)Fi(x)'h...-^{z-^x)V-F^{x)]. 

Posons encore 

(5-a)«...(5-/)X=/(^), 

et nous aurons 

e'{z)= F{x)/{z){z -- x)n ^ Fi{x)f(z)(z -x)'^^^ -+-. . ,; 

intégrons les deux membres entre deux limites qui soient deux 
des quantités a^ bj ,».j l; nous aurons 

(i) o = F(,x) r/{z)(z — x)'* dz -^Ftix) rf(z){z — x)'*-^^dz -+-., .. 
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Or, si Ton fait 



on a 



et, par suite, (i) devient 

o = F(a?) — — 

(/i-M)...(/n- jx) ^ dx^ 

F,(ar) -^ ' 



Cette équation différentielle a alors pour intégrales les quan- 
tités 

(2) Çf{z){z-'xY^V-dz, 

dans lesquelles les limites sont deux des quantités a^b^ , . .^ l; 
si n est entier, on aura encore une intégrale en prenant Tune 
des expressions (2), mais en intégrant le long d'un contour 
fermé contenant le point x; cette intégrale ne sera, bien 
entendu, intéressante, que si n est négatif : elle se réduira 
alors à une dérivée de la fonction /{z), 

XI. — Remarques sur les fonctions trigonométriques. 

Si l'on se propose de trouver un polynôme ç« (^) de degré 
/i, tel que l'on ait 



f ^x)ffn(x) -7=^ 
'_! y i — X* 



pour tout polynôme 8 (x) de degré n — i , on trouve (p. 186) 
que ^n{^) est de la forme 
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^(j;) désigoant une certaine fonction de x, et, pour que cp„ 
soit un polynôme, il faut qu*à un facteur constant près on ait 

fin n — 

Çrt est, à un facteur constant près, le polynôme cos/i arc ces x 
et il satisfait à Téquation difTérentielle 

qui a pour intégrale générale 

A cos/i arccosjr + 6 sinnarcsinâ:, 

A et B désignant deux constantes. On constate que Texpres- 
sion 

satisfait aussi à Féquation (i) et Ton en conclut cette formule 
de Jacobi 

~-5-E 7 ; , ^ . (i —x^-) = sinnarccosT. 

1.3.5. ..(a/i — i) û?j;«-^ 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ces assertions. 



XII. ~ Polynômes de M. Hermite. 

Proposons-nous maintenant de trouver une fonction Ç5(.r) 
donnant lieu aux égalités 



I r^{x)djr=Oy 

/ (f(x)x dx = Oy 
> 
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Ed se laissant guider par le fil des analogies, on prendra 

la fonction e~'* s'annulant pour or = ih x> un nombre de fois 
infini. La fonction ff(x) ainsi définie est le produit de e"' 
par un polynôme entier de degré n dont les propriétés ont 
été étudiées par M. Hermite; on a, en efiet, 



dx 
dx* 
dx^ 



= — aare-'', 



= \x*e-'* — le-'* = (4a?« — i)e-'\ 



et il est évident qu'en général on pourra poser ^ = e '* et 

dx^ " ^""^ ' 
Pi, désignant un polynôme entier en x du degré ^i. Or on a 

^-^ ^ y dx 

et, par suite, 

dy 

et, en diflerentiant n -h i fois, 

ou, divisant par e~'*, 

P/i+t -+- aa?Prt+i -f- '>.{n-\- 1) P« = o, 

équation qui servira à former les polynômes P de proche en 
proche. Le théorème de Sturm est immédiatement applicable 
et montre que P;, = o a toutes ses racines réelles; la for- 
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maie (i) peut encore s'écrire 

d'^Y à,Y 

fin, ^— X* 

y désignant ^^^ = P/i^"'* et, par suite, on a 



OU bien 



d^P^ dPn , ,„ 



dx* dx 

Les équations (2) et 

pourront donc être intégrées complètement quand n sera un 
nombre entier. 

L'équation (3) peut s'écrire 



A. 
dx 



(''^'£)'^^(''""')^^""=''» 



elle est ainsi mise sous la forme canonique et l'on en conclut 
(p. 173) cette propriété des fonctions P« 



/ 



PmP»e-"rfr = o, 



pour les valeurs de m différentes de /z, ou 



/: 



e^ — = 1 dx =so. 

dx^ rfa?» 



D'ailleurs on a aussi, en intégrant par parties, 

j_ dx!^ dx'*-"' ' 



I 



€ 
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si m <C n, ce résultat est nul ; mais, si m = n^ il est égal à 
/ ~dx^ e~'*dx; or , ^ = ±: 1.2. 3. .. /n.a"», donc 

/ P«,e-'*fl?ar = =ti.2.3.../n.2'»v/^ (p. i36, t. III). 



Nous ferons remarquer, en terminant cet aperçu, que Tinté- 
grale 



est une autre solution de Téquation (3), en sorte que 

AP„ -+- BQ„ = o 

est rintégrale générale de cette équation. 
Si Ton pose 



on aura 





pour toutes les valeurs du polynôme 0(^7) de degré inférieur 
à 72, on aura d'ailleurs 

R;j = a?« a?»-* H ^ ^ a?»-» — . . . , 

I i.'À 

r R;„R«e-'rfr = o, f RJe-*ûf;r = [r(n-4-i)]«. 



XIII. — Fonctions de Bessel et de Fonrier. 
Posons 



An = IH ; -i ; -f-. 

, V . i.(/i-f-i) i.'2.(n-f-i)(/i-+- 2) 

I ^"^ i XP 



f \ 1.2.3.. ./>(n-+-i)(/i-f-2)...(/H-/>) 



... * 
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nous aurons 

-r- a:'» Art = /ia?»-i h 1 ; h . . . 

dx I i.^{n-hi) 

et, par suite, 

c^ I c? . _ X X* 

dx x'^-^ dx i.(/n-i) i.-2(/i-+- i)(/i -+- a) 

II en résulte 

équation qui peut s^écrire 

a?' 
Si l'on change a: en — > on voit que, en posant 

X* a?* 

(3) Brt=H -H — r- —-h..., 

2.(a/n-2) 2.4(a/n-2)(2/n-4) 
on a 

La fonction B^ est ce que l'on appelle la fonction de Fourier 
ou de BesseL Elle a été considérée, pour la première fois, par 
Fourier ( Théorie de la Chaleur, Chap. VI) ; on la rencontre 
dans diverses questions d'Astronomie et de Physique. Si l'on 
fait 2/1 + I = m et si l'on pose 



2(/?n-i) a.4(»n-i)(/H-+-3) '"' 
o\ aura 
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le changement de x en a: ^ — i montre que la valeur de la 
série 

(5) I>/n = > — -rrr-rrr -î- 



2(m-hi) •2.4(/^-Hi)('n-i- 3) 
satisfait à 

Revenons à la fonction A,/ : on a 



tfJ^s = IH h h 

I I.'i 

C=— -I . . . -—: 7 r I .2.3. . . /l — - 

-5 ^«-M.2. . . (n — l) I 07" 



Multiplions ces deux équations membre à membre, divisons 
par z et prenons les résidus relatifs au point o : nous aurons 

.r(5-i-- I 

I 1.2.3... /i = rn ; --+-...= Art(a?«); 

C^ a?" i.(/i-Hi) *\ / 

donc :?^^ — - est le coefficient de ^^ dans le développement 

de e ^ ^^ suivant les puissances entières de z ou, ce qui 

revient au même, — -, — '^— est le coefficient de 2" dans le 

' 2.4. . .2/1 

développement de e^^ *A En résumé, les fonctions A, B, 
C, D sont liées entre elles par les relations 

B„(a:)=A„r^*), 

G;„(ar)= G,„+i(a7)= B«(a7)= \lm-.x{x\ 

s 

l>m{oo) = C;„(ar v/=n") = B„^^x{x y/^T), 
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et l'oD a 






^-W^-h/n — r^-+-a?D,n = 0. 



Ces équations pouvant se transformer facilement les unes dans 
les autres, nous nous bornerons à étudier la dernière à laquelle 
satisfait la fonction Dm* Écrivons-la ainsi : 

/ V d*y m dy 

En vertu des théories de M. Fuchs, le seul point critique à 
distance finie est le point o : l'équation fondamentale déter- 
minante est 

a(a — i)-+- a/n =o 
ou 

a*-h(m — i)a = o; 

5CS racines sont a = o, a = — (m — i) ; il y a donc une inté- 
grale monodrome et une seconde intégrale monodrome si m 
est entier. La première intégrale est la fonction D^» : pour 
calculer l'autre, nous poserons 

* 

y = ar-t'«-i)(i -f- ajar -H aior* -h. . .)» 

dy 

^ = — x-'»»[(m — 1)-+- ai(m — a)a?-4-aj(m — 3)a?*-h...], 

d^y 

-^ =ar-<"»+i^[(/n — i)m-t-a|(/n — a)(m — i)a:-h. . .], 

et, portant ces valeurs dans (1), nous égalerons à zéro les 
diverses puissances de x; nous aurons ainsi les a et par suite 

y^x-^m-t)\ ,^ _î — ^ î^ r; -♦-••• h 

L a. (m — 3) a. 4. (m — 3)(m — 5) J' 
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les deux intégrales distinctes de (i) ont donc le point à Tinfini 
pour point singulier essentiel; elles ne sauraient donc être 
racines d^équations algébriques. La fonction D^ peut s'expri- 
mer au moyen d'intégrales définies. En effet, on a 



1C 

cos*'^ sin"*^ dz 

1.3.5... (ai — i) "'^ 



i 

/ ^/ ^x / — ^ / s\ïï"^zdz^ 



ainsi qu'on le vérifie bien facilement par l'intégration par 
parties; on en conclut, en changeant m en m — i , 



,1C 

cos*'^ sîn'"-*-« dz 
'0 

i.a.5...(2i — i) 



s. 

/ w ox / -: : 1 s,\Ti"^-^zdz 

(m-4- i)(/n -h 3) . . . (m -h 2£ — I) ^A 



et, par suite, 

cos*'^ sin'»-* z dz 
'0 



s. 



(//i-+-iK/n-h3)...(/?n-ti*--i) , r'^ . 

1.3.5. ..(ai-r-i) / sm'^-^zdz 

Si l'on porte cette valeur dans la formule 



D-. — 


X* 


0+ 


a?* 




^m — 


a(/n-+- 


2.4. (»*-+- i)(m-i- 3) 


• 4 


on trouve 










D,„ 


'1--. 


3 


.2* /•'^ 

1 sin'»«-*^rfz 


^^ 



* • % 



ou bien 



f sin^"-^zdz= I co8(xcosz)sm'^-^zdz'y 

«/a 
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donc 



/ cos(ir 



(2) I cos{xco5z)sm'**-^zdz, 

ne différant de D^ que par le facteur constant 



est une intégrale de l'équation (i). Cette équation peut donc 
être intégrée au moyen d'intégrales définies. On peut poser 

cosz = u; 

la formule (2) devient alors, au signe près et au facteur 2 près. 



/cosuâ:(i — tt*) ' dUj 
en sorte que, si Ton pose 
(3) \p=: I cos UT (i — U^)P-^ du j 

\p sera une intégrale particulière de 

Les fonctions V^, sont exprimables en termes finis quand p 
est entier. En effet, l'intégration par parties, appliquée à la 
formule (3), donne 



Vp=y -__(,-a«)P-«a(2/?-2) 



du 



et, en répétant cette opération, 



— ^^ (i - a»)P-«(2/> — 2)rfa, 
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ce que l'on peut écrire 

Vp - Vp-, ^, -+- V p-, ^5 

(2/? — 2)(2/? — 4) 

OU 

ar* Vp = Vp-i(2/> — 2)(2/? — 3)— Vp_,(2/? — 2)(2/> — 4). 

Les fonclioDS Y sout, comme Ton voit, des fonctions de 
Sturm ; d'ailleurs on a 

Vi = / co%uxau= , 

_. r^ , ... sinjr— 237 
¥2=1 C08wa:(i — u*)du= j— 

ce qui permet de calculer V^, de proche en proche, et l'on 
voit que l'équation (4), et par suite (i), ont pour m pair une 
intégrale exprimable en termes finis. L'autre le sera alors au 
moyen de quadratures. On peut donner une autre forme aux 
fonctions V^, ; si en efiet, dans la formule (3), on fait ux = ^, 
on a 

y r' ,..._. dv 



7 — 20? COS. r 



^p= I cosv(x^ ^ v^)P-^ 







et, en intégrant par parties, 



Vp = ^^ / s\nç(x^ — v^)P-*ivdv, 



,. TT VpX^P-^ 

l'osant Un= -^ y on a 



Up = / s\Tk^'(x-^v^)P-^ivdv\ 



faisant ensuite v- = u, on a 



Up = / sin/wC^^ — u)P-^du\ 
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on a donc (p. i38, t. III) 

^ = / / .., sïnJx^dx^dx^ 

1.2.3. ..(/? — a> J^ J^ 

le nombre des intégrations étant/? — i ; donc 
Uj=r4 / ^ / xsinxdx'^, 



• • • I 



«/o 

»X ^tX r%X 



} X I X I xsïnx dx*, 

t/fl «/a 



d^ailieurs U« = sino:. 

On a donc ainsi un nouveau moyen de calculer sous forme 
finie 1 intégrale de Téquation (i). Ces remarques sont de 
M. Hermite. (Consulter les Ouvrages de M. Neumann, 1867, 
Lomel, 1868, Sur les fonctions de Bessel et de Fourier, 
un Mémoire de M. Heine, Journal de C relie, t. 60; la 
Thèse de M. Nicolas, 1882, insérée dans les Annales de 
r Ecole Normale,) 

XIV. — fiqaation de Riccati. 

On appelle ainsi Téquation (p. 62) 

dy dy 

(r) -^ -t- aj* = 6a7'« ou a ~ -\- a'^y^ = abx'**. 

Elle s'intègre, comme nous allons voir, à Taide des transcen- 
dantes de Bessei. Si, en effet, on pose u = ^<^r^^ ou 






on trouve 
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telle est la transformée obtenue par Euier. Posons 

nous aurons 

P^ •- . û?*w p{p — i) ^ du 

posantalors/n = 2/>— 2,/>= > on a, en divisant par a:'", 



Observant que x^p = 7-, /? = , il vient 

d^u m i du A"*A _ 

Ht^ "^ ^m ~t'dt'~'^^~^'' 

on tera alors — =- = y-^ rr = dz i, et 1 on sera ramené a 

l'une des équations 

d^u m \ du , 

dt^ m-k-'à t di ' 

qui définissent les fonctions de Bessel ou de Fourier. Donc, 

toutes les fois que sera un nombre pair, on pourra 

intégrer par les fonctions algébriques et tiigonométriques 
l'équation de Riccati. Si Ton pose 



m H- a 
on en tire 



I — 2 K 1 q= '2 K 



telle est la forme que doit affecter m pour que Ton puisse 
intégrer en termes finis. 
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Quand on connaîtra m, on aura j^ par la formule 

I du I d . 

y — -r- — — -j- logtt, 

•^ a udx a dx ° 

formule qui ne renferme plus qu^une seule constante arbi-- 
traire. D^ailleurs Téquation de Riccati est une de celles que 
Ton sait intégrer quand on en connaît une solution (p. 62). 

On ramène à Téquation de Riccati et par suite on intègre 
au moyen des fonctions de Bessel : 

1° L'équation 

dx ^ 

en posant z = > elle devient alors 

dy , ^ , . n— m 

ds ' *^ ^ n -h I 

'>!^ M. Fouret a trouvé que Téqualion 

(A) (H -h L)(^ûÇr — ^^^) — M^H-NûfT = o, 

où H est homogène de degré /> — 2 et L, M, N homogènes de 

degré />, se ramène à Téquation de Riccati en changeant œ 

t ^ \ , cos6 _ sîn6 
en - et^ en -, ou encore en changeant x en et y en • 

Quand H=:o, l'équation (A) devient linéaire par une 
transformation de coordonnées rectilignes en coordonnées 
polaires. 

XV. — Ëtade des fonctions de Gaass. 

L'intégration de T équation très générale, où A, B, . . . 
sont des constantes, 

(I) (Aa:»-t-BxH-G)^-+-(Dx-t-E)^-f-F^'=o, 

se ramène à l'étude d'une série remarquable dont les princi- 
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pales propriétés ont été signalées par Gauss; nous allons 
nous y arrêter quelques instants. 

Au moyen d'une substitution linéaire x ^ az-^ b^ on 
iransforme cette équation en 

[ Art«z« 4- (2 Aa£> + aB)<s -h A6« -4- B6 -4- G] ^ 

-f-(M'^-+-N')^-i-P> = o, 

M', N', F désignant de nouvelles constantes. Or, si l'on 
choisit a et 6 de telle sorte que 

A6î-4-B£>-f-G =o, Aa» = — (aAa£>-haB), 

sans prendre a = o, et si l'on remet a; à la place de Zy l'équa- 
lion proposée prendra la forme 

M, N,. P désignant encore des constantes d'ailleurs quel- 
conques, comme A, B, C, D, E, F. 

Cette équation a pour points singuliers possibles les points 
G, I et 00 : l'équation fondamentale déterminante est, pour le 

point Oy 

a(a — i)-i- Na = o 

et pour le point i , 

a(a — i)-i-(M -h N)a =o; 

nous pourrons donc développer, suivant les puissances entières 
et positives dex, une intégrale de l'équation (2); le rayon de 
convergence sera au moins égal à un. Pour qu'il y ait une 
autre intégrale monodrome autour de l'origine, il faut que N 
soit un nombre entier : cette intégrale sera aussi monodrome 
autour du point i , si M est entier. 

Cherchons l'intégrale monodrome autour de l'origine; à 
L. — Traité d'Analyse, V. i5 
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cet eflet, posons 

y = ao-f-aia?4-aia->-4-. . .-harta?«-i-. . ., 

portons ensuite ces valeurs dans t'ëquation (2) ; nous devrons 
avoir l'identité 

[i,2aj-f-a.3aja?-h 3.4^43?' 

-4-...-+-(/i — i)/iana7«-*...](a7* — a?) 

-+-(ai+ 2aia;-h...-h nart^»-*-!-. . . )(Ma:-f-N) 

-l-(ao-HOia:-h. . .+ ana?»)? =0. 

En égalant à o le coefficient de x'', on a 
a^P -f- na^M 4-(/n- i)»^^!^ -f- n(/i — Oa^ — n(/n- !)««+! = 

ou 

_ P-4-M/i-^/i(/i — 1) _ n»-4-/i(M — i)-T-P 

^0 est d'ailleurs arbitraire. L'équation précédente peut 
s'écrire 

(/i-t-a)(/i-h P) 

««^i = «« ;rT^5: ' 

en posant 

M-i = a-hp, P = aP, N = — Y- 

Si l'on fait alors a^ = o, on voit que la valeur de la série 

h (a, S,Y,x) = n i-x-{--^ ~^ -x*-h... 

^^^ g(a-Hi)...(a-f-n — i)p(p-4-i)...(P-+-n-~i) ^^ _^ 

1 .2.3. . . nY(Y -t- I) . . . (y -h n — i) 

est une intégrale de l'équation 



ÉTUDB DE QUELQUES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 237 

La série (3) a reçu le nom de série hyper géométrique; 
elle jouit de propriétés curieuses que nous allons étudier. 
Mais d'abord, pour en finir avec Téquation (4), nous ferons 
observer que, si F(a, p, y, x) est une solution, 

ari-y F(i -4- a — Yi ' "^ P — T» ^ ~ T> ^) 

est une autre solution, ainsi qu'on peut le vérifier en posant 
y = x\*-z^ et en développant en série l'intégrale de l'équation 
en z. L'intégrale de (i) la plus générale est donc exprimable 
au moyen de deux séries. 

La valeur de la série hypergéométrique (3) peut être mise 
sous la forme d'une intégrale définie dans un grand nombre 
de cas, ce qui fournit une nouvelle forme de l'intégrale de 
l'équation (4). 

Tous les calculs que nous allons faire supposent satis- 
faites certaines conditions de convergence et de continuité 
dont le lecteur s'apercevra sans peine, et sur lesquelles nous 
n'insisterons pas. 

On a 

/ \ « * a(a-+- 1) . . 

(i — ux)-^ = I -h - ux-i tt*a7*-f-. . . 

I 1.2 

a(a-i- i) . . .(a-hn — 1> 



1 . '1 . 3 . . . At 



u'^x^ 



Multiplions par uP~^{\ — u)*f~^du et intégrons de o à i ; 
nous aurons, en appelant B(/?, q) l'intégrale eulérienne de 
première espèce, 

Jf (i — aar)-«(i — u)7-*aP-'rfa 


= B(/>, 9)-i- - xB(/>H-i, y)-f-. .. 

1.2.3. .. n ^^ * ' 

or on a, en appelant T{p) l'intégrale eulérienne de deuxième 
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espèce. 

KP-^ .q) Y^p-^q^i) p-^q T{p^q) 

^^ '^^ r(/?-4-7-f-a; {P'-hq)(p'\-q'^i) T(p-hq)^ 



La formule précédente pourra alors se mettre sous la forme 






ip-hq 1.2 (/? + <7 )(/>-+- ^ -+- i) 

a(aJ-hi)...(a-+-;5— i) /?(/? -f- 1 )...(/> -f- /i — i) 



1.2.3. .. /t (p-hq){p'^q-hi),..{^p-b-q-hn — i) 

En faisant alors p= p, ^r = y — ?, on a 

rcp)?^-^) / (i-«^)-«"P-Ki-«)Y-Me/M = F(ot, p,Y,^); 
il en résulte que 



(5) 






est une intégrale de Péquation (4). 

En particulier, poury=i, a +3=11, aP= -> on voit 
que l'équation 

a pour solution 

(l— W) *(l— -WX) *M *</// 



ou 



/•* du 



J7) 



; -" 
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L'équation (6) peut se mettre sous la forme canonique 

et l'on voit que, si f{x) est solution, /(i — x) est solution 
aussi, en sorte qu e l'intégrale complète de (6) est, en dési- 
gnant par A et B des constantes, 

X» du g /•* du 
y/ui,i-u){v—ux) J^ >/ti(i-a)(i-T=^aj 

ouy en posant u = z-, 

Liouville, sous le pseudonj^me de Besge, a fait connaître 
dans son Journal des équations remarquables qui se ramènent 
à la précédente. Si, en effet, dans 

(a) ^ = Z , 



on pose 



elle devient 



y ï — x^ 



laquelle se réduit à 

quand on pose x:=\ft Qi que Ton change ensuite t en x. 
Si dans l'équation (a) on change t en a^ ou en at yj — i , 
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on voit que Ton peut intégrer les équations 

d^y __ a^y 

et, par suite, aussi 

d^y _ a*j^ 

XVI. — Intégration d'one éqoation remarqnable par les fonctions 

de Gansa. 

Liouville a remarqué {Journal de r École Polytechnique y 
XXI' Cahier, p. i85) que l'équation linéaire 

pouvait se ramener à Téquation étudiée au paragraphe précé- 
dent en posant 

z désignant une nouvelle fonction inconnue et a, ^ deux con- 
stantes. En effectuant le changement de variable, on trouve 

d^Z Tt O X , é^Z 

' d^ "^ f^^*^ + y )ar -+- aa* 4- r] ^ 

or on peut toujours disposer de a et ^ de manière à faire 
disparaître les termes en x^ et en x dans le coefficient de z : 
Téquation se ramène alors à l'un des types étudiés précé- 
demment. 
L'équation 

se ramène au type étudié au paragraphe précédent en faisant 
a?= -• (Liouville, /oc. cit.). 
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XYII. — Propriétés de la fonction F. 

Si dans F(a, p, y» ^) on convient d*appeler paramètres 
les quantités a, p, y? ^^ ^^ ^'on appelle fonctions contiguës 
deux fonctions ne différant entre elles que par un paramètre, 
ce paramètre étant dans Tune de ces fonctions égal au para- 
mètre correspondant dans l'autre augmenté de un, on pourra 
énoncer le théorème suivant : 

La fonction F(a, p, y» x) et deux quelconques de ses 
contiguës sont liées entre elles par une relation linéaire 
et homogène ayant pour coefficients des polynômes du 
premier degré en x. 

Nous établirons seulement une des quinze relations que 
fournit l'application directe de ce théorème. Nous aurons 

(a-4-6ar)F(a — I, p, y, a?)-4-(a'-|-^>'a?)F(a, p, y, x) 

4-(a'-+-6'2:)F(i4-«, p, Y»^) 
= ^a7»(/>/i'-4-^/i*-+-rn-4-*). 

Pt Çy ^9 ^ ont des valeurs indépendantes de x et /i, mais con- 
tenant a, p, y. En annulant />, q, r, 5, on aura quatre équa- 
tions pour déterminer a, a' y 6, 6', c, (/ ou les rapports de ces 
quantités; Tun d'eux sera même arbitraire, mais le calcul 
montre que l'on doit supposer a" = o. c. q. f. d. 

On peut remarquer que 

(i-^ar)'»= F(-/i, 1,1, — ar), 
«* = lira F 



(.,m, .,^) 



pou 



r m = 00 



> 



log(i-t-x) = a:F(i, i, 2, x), 



(I -^)«F(a, p, Y, a:) = F^a, Y - P» ï^ 5—17) ; 
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on vérifie également la relation 

F(«, p. T>0 ^ (ï-«)(T-P) 
F(a, p, Y-Hi,i) Y(Y-a-P) ' 

et par suite, en changeant y en y -h i, v -j- 2, . . . , 

F(g, P, T-+-I, I) ^ (Y-a-M)(Y — Ph-i) 
F(a, P, Y-^a, 1) (Y -+-i)(Y — * — P "^ ')' 

En multipliant ces formules membre à membre, on a 

F(g,3,Y, I) ^ (Y-a)..>(Y-«-H/t-i)(Y-P)"-(Y-p-^-^--') 
F(a, p,Y-hn, i) (^-1- 1)... (y H- 'OCY — *—?"+- O-CY" P —«'^''^ 

OU 



F(a, p, Y-+-n, i) 

_ ^(Y--«-^-/l)r(Y-~p-^-^) r(n)r(/t) 

■" r(/i)r(/i) r(Y-+-'*H-i)r(Y — a — P-^-'i-t- «.» 

r(Y-aH-/i)r(Y — p-f-/i) 

r(Y-h/A-Hi)r(Y — «— P-H ^*-Hi/ 

si dans cette formule on fait n = 00, on trouve 

F(a 3 Y n_ r(Y)r(Y-«-P) 

relation remarquable entre les fonctions F et les fonctions 
eulériennes. 

La série très générale de Gauss est un cas particulier de la 
suivante, dite série de Heine {Journal de Crelle, t. 32), 

?KP,Y,y,^)=i+ (,4);,^;Y) ^ 

(i-^y«)(i-y«-n)(,-yP)(i-yP^i) ^^^ 

On a, eneiTel, 

?(a, P, Y» h ^) = F'(a, P, Y» ^)î 
on a aussi 

?(«» P, Y» <7» ^) = ?(«» ?» Y» ^> <?^) 
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XVIII. — Emploi des dérivées à indices qaelconqaes. 

Considérons l'équation à laquelle satisfont les poI}^nômes 
de Legendre 

(i — ^^) -r^ — 2ar-f--4-n(/i-hi)y=o 
dx^ dx "^ 

et que l'on sait intégrer quand n est entier. Supposons main- 
tenant n quelconque et posons ([a désignant un indice quel- 
conque entier ou non) 

elle deviendra 

^■(i-^-î dx^^^ ^ ^ dxV- 

Prenons la dérivée d^ordre — [a des deux membres : nous 
aurons (t. III, p. 49^) 

., d^z dz , ^ dz , . 

on réduit cette équation à 

d^z dz 

en posant 

Cl) 7i(n-hi) — jx* — {x = o ou jx=/i-^i, 

d'où Ton tire 

^ = *(x.-.)-, 

k désignant une constante, et par conséquent 

dni^xl — l)^ 



y^k 



dxf*' 



L'équation (i) donne une autre valeur de [a qui fournirait une 
seconde valeur de j^, qui nous est d'ailleurs inutile, notre but 
étant seulement de montrer que la dérivée /i''™'^ de {x^ — i)'' 
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est une solution de l'équation proposée même quand n cesse 
d'être entier, mais on ne voit pas très bien à partir de quelle 
limite il convient de prendre la dérivée en question; pour le 
voir, reportons-nous au calcul fait page 200 : nous y voyons 
que l'expression 



(^"-')'' dz 



satisfait à Téquation (1), et cela quel que soit /i, pourvu que 
le contour d'intégration soit tel que 



J dz L(^ — x/»-^-*J 



soit nul : il suffit pour cela que le contour se compose de 
deux lacets ayant même entrée et pour points critiques x et 
l'un des points — i , ou + i . 

Une remarque analogue peut être faite au sujet d'un grand 
nombre d'autres équations : ainsi nous avons vu que le poly- 
nôme 

fin g— J^" 
P/. = ^'" ^ 

satisfait à l'équation (p. 21 4) 

•^ — îiir-£-+-a(/i — 1)7=0. 



dx^ dx 

L'expression 



c'" 



dx*^ 



continuera à être une solution particulière de la même équa- 
tion quand n deviendra quelconque. La valeur de la dérivée 
qu'il faut prendre est, à un facteur constant près, 



(45 — J?)«^-i 



prise le long d'un lacet ayant son origine à l'infini et le 
point X pour point critique. 
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XDC. — £qiiatioii de M. Moatard. 
M. Moutard a étudié Téquation très générale 

Gj et X désignant des fonctions de x et A une constante. S» 
Ton pose 

(.) S =^'^«' 

l dx^ dx "^^ dx^ 

cette équation devient 

et, en différentiant par rapport à x^ 

c'est-à-dire 

formule où l'on a posé 

(4) ^. = ^-^^- 

L'équation (i) se transforme donc dans (3), qui est de même 
forme, par la substitution (2). Opérant sur (3) comme on a 
opéré sur (i), on la transformera en 



X,= X,- 



é/'logmXXf 
dx^ 
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el finalement, je suppose, en 

^^) H^-^-d^^"^^ di j-r«^«-o. 

Si l'on avait X„=:o, yn s'obtiendrait au moyen d*une qua- 
drature et la valeur de y elle-même s'obtiendrait par une 
suite de quadratures. (Moutard, Comptes rendus, 1875.) 

Pour faire une application des principes précédents, nous 
considérerons l'équation 

c désignant une constante, laquelle fournit la transformée 



'''>'•.''•>'■ «.A -H i^';=o 



dx^ dx \ dx 

ou 

et cela en posant 



on tire de la 



ou 



-P = Cx^e-*^' 
dx 

a et C désignant des constantes; on en déduit^. 

Le cas où X/i = o n'est pas le seul où l'équation de 
M. Moutard soit intégrable, et il est clair que, pour que celle 
équation soit intégrable, il suffit que l'une de ses transformées 
(5) le soit elle-même. 



XX. — Équatioiis de Laplace. 

Nous donnerons ce nom aux équations linéaires sans se- 
cond membre dont les coefficients sont fonctions linéaires 
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de la variable x, parce qu'on peut les intégrer au mo^en 
d'intégrales définies, à Taide d'une méthode imaginée par 
Laplace. 

Considérons Téquation 

dans laquelle ^Tq, ^i, . . .; &oy ^m - - • 2»ont des constantes. 
Si Ton pose 

Jy»flt| 

cette équation prend la forme 

en posant 

<?(«)(«»«'*-+- a/i-ia'»-*-+-. . .-+- ao)= G(at), 

cette formule devient 

OU, en intégrant par parties, 

/ G(a)e«'-+- / [ll{oi)—G'(aL)]e^dcL = o. 

On satisfera à cette équation en prenant 

(2) G(ai)e«i* = o, 

(3) G(ao)e«oJ: = o, 

(4) H(a) — G' a =0. 
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A cet effet, on pourra d'abord intégrer Péquation 

G'(a)— H(a) = o 
ou 

ri 

^ç(a)(ana'»-+-...4-ao) = (?(a)(6„a«-i-...-i-6o), 

qui est linéaire et du premier ordre en <p(a); elle donne, en 
posant ûT/ja'*-!-. . .-f-ao = A, b„a" -\- — -\- bo=B, 

A^-^?(A'-B) = o 



OU 



C désignant une constante. Quant aux équations (2) et (3), 
on y satisfera en prenant pour ai et ao deux racines quel- 
conques de l'équation A = o. 

La méthode de Laplace tombera en défaut toutes les fois 
que l'équation A = o sera de degré o ou 1 . Il y a plusieurs 
moyens de tourner la difficulté : si A est du premier degré, 
on pourra prendre pour ai la racine de A = o et pour ao la 
valeur — 00; si A est une constante, on transformera l'équa- 
tion proposée en posant 

y = z eP'y 
p désignant une constante. Alors on aura 



2 = ""'(ë-^^")' 






ftfiz dz \ 



en substituant ces valeurs dans l'équation (i), on obtient une 
transformée de la forme 
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dans laquelle les ^ et les y sont des constantes : c'est encore 
une équation de Laplace à laquelle on peut appliquer les 
procédés que nous venons d'indiquer. ( Voir un Mémoire de 
M. Spitzer, inséré au Tome 54 du Journal de Crelle.) 

La méthode précédente peut s'appliquer aux équations qui 
définissent les fonctions de Bessel et de Fourier et par suite 
à l'équation de Riccati modifiée. 



XXI. — Emploi des dérivées à indices quelconques pour abaisser 

les équations linéaires. 

Considérons l'équation linéaire 

dans laquelle P/ désigne un polynôme entier de degré i en x. 
Essayons d'y satisfaire en posant 






ce qui la transforme en 



" 5Ï^ "^ ""* dx'^^v--^ '^'"'^^'' dxv- "■^* 

Prenons les dérivées d'ordre — [ji des deux membres; nous 
aurons 

Dans cette formule on a 



A„=P„; 

si l'on pose alors Ao = o, on aura une équation algébrique en 
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[j. qui permettra d'abaisser Téquation (2) en prenant -^ pour 

inconnue. 

Si nous appliquons cette méthode à Téquation 

^ d^Y dy 

l'équation en [x se réduit ici à [x -f- i = o et l'équation en z 

devient 

d'^z dz _ 

dx^ dx ^ ^ 
ce qui donne 

dz c 1 . ' 

y r= ex logo? -4- c'a?, 

6*, c\ c' désig^nant des constantes. 

Une légère modification de la méthode précédente permet 
d'intégrer Téquation 

"<-> ë - '■, -'<"■) ■Si 

(3) < ^ IL-L ]i'fx)':j ^ 



i.'2.3...n ^ ^-^ 

H suffit, en effet, de poser 

— ^^ 
^ " dxV-' 

et Ton a, en différentiant — ul fois, 

. d'^z . d'^-^z . 

^" d^'^ "^"-^ d^^ -+- . . . -4- Ao « = o, 

A„ =-- Fn(x), 
A„-, =.F'»-i(a')^^, 

(/? — ix)r/7 — ji — o 



An-, = F«-î(a7) 
An_3 = F«-3(a?) 



1.2 

(P — [^)( / > — [ ^ -- 0(/> — (^ — a) 

I .2.3 
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si donc on prend p — [jl = /iou p=/? — n, on a 

^ ' dx^ I dar«-» ' 

on 

c'est-à-dire 

':^{^x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i . 11 en 
résulte que, si a, b^ . , . ^l sont les racines de F(:r) = o, on 
pourra écrire 

A, B, . . . ,L désignant des constantes arbitraires et, par suite, 
en diflférentiant Y-^=^ p — n fois, 

y = A'(a7 — a)«-/'-»-+- B'(J7 — 6')" P -^ -^ . . . -f- L'(j:— /)«-/»-». 

Telle est l'intégrale générale de l'équation proposée. (3etle 
méthode est encore applicable quand F(;r) = o a des racines 
multiples. 

La méthode précédente permet, comme on le voit, d'in- 
tégrer l'équation de Gauss au moyen d'intégrales définies. 



XXII. — Intégration d'une classe particulière d'équations. 

La méthode que nous venons d'indiquer pour intégrer l'é- 
quation (3) du paragraphe précédent n'a pas en apparence 
une grande importance, eu égard au résultat obtenu qu'il 
était peut-être facile de deviner: mais elle nous permet d'aller 
plus loin. 

Désignons, pour abréger l'écriture, par ôj4[F(:r).^] l'ex- 
pression 

^ ^ dx»^ I ^ ^ dx"^-^ i.'à, ' dx"^-^ 

i.'2.3...m ^ '"^ 

L. — Traité d'Anal y se f V. i6 
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el considérons Téquation diflférentielle linéaire 

(I) eg,[F(a7),7]-r-ej[[G(r),^]-^... = o, 

dans laquelle m^ n^ , , . ^ p^ q. ... désignent des constantes 
et F, G, ... des polynômes de degrés m, /î, ... respective- 
ment. Supposons les nombres m, n, p, q, ... assujettis à 
satisfaire aux équations 

m — p = n — q =...— «; 
posons 

nous pourrons mettre (i) sous la forme 

</"* d^ 

et, si Ton suppose /n >• /i >>..., on pourra intégrer un certain 
nombre de fois et abaisser ainsi l'équation proposée. Suppo- 
sons, par exemple, les quantités m, n au nombre de deux el 
m = /î -f- I ; on aura 

•^^[F(x)z]-r-zG{x)=^<f(x). 

cj)(x) désignant un polynôme arbitraire de degré n — i : cette 
équation peut s'écrire 

F(^) ^ -4- z[G{x) - F'(x)] = o{x) 

et s'intègre par des quadratures; z une fois connu, on en dé- 
duit^. 

XXIIL — Équation de MM. Scherck et Lobatto. 

L'équation (deLaplace, p. 236) 

d" Y 

a été étudiée par M. Scherck {Journal de Crelley t. X) el 
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par M. Lobatto ( fV/. , t. XVII); voici la solution de M. Lobatto : 
il considère l'équation plus générale 

a désignant une constante, et il remarque que Ton y satisfait 
en posant 

a désignant une racine de l'équation binôme 

a«-^» — I — o. 

Or la différence de deux intégrales particulières de (2) est 
une intégrale de (i); donc ' 



• m-i 



sera une intégrale de (i); les autres s'obtiendront en attri- 
buant à a ses n valeurs imaginaires, de sorte que la valeur 
générale de^ sera 



•.'0 



le signe ^ s'étendant à toutes les racines de l'équation 

a"+* = I • ( Voir un Mémoire de Jacobi, Journal de C relie ,* 
t. X.) 

XXIV. -- Équation de M. Kummer. 
M. Kummer a résolu l'équation plus générale 

{Journal de Liouville, i'^ série, t. IV, et Crelle, t. XIX) : 
à cet effet, il la différentie et trouve 

d'^^W . dy 
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on y satisfait en posant 

fffn + H 



-I 



^/•l+l ^ 



u^n-ie "^-^f* ^(ux)dUf ^^^ = ar^»-' ^ ; 



et Ton est ramené à une équation de même forme dans laquelle 
l'exposant de x est diminué d'une unité et à des quadratures. 
(Le cas où m = 2 avait déjà été traité par M. Kummer dans 
\e Journal de C relie, t. XII, et par M. Lobatto, même Recueil, 
t. XVII.) 



EXERCICES ET NOTES. 

i. On a, en appelant \n le polynôme de Legendre, 

3 m 



/i-harV» _ I 

\ 2 / ~ m -r- 1 "^ ( 



m H- i)(m -i- a) 



X, 



5m(m — I ) 



( m -T-i)(m -4- 2)(m -4- 3) 
y m( m - i)(/n - 9,) 



~. A, H-. . ., 



(^m -î- j}(/w -T- 2)(m -r- 3)(/n -h 4) 

2 3 5 *" 

log--'— =I-i Xi-H— X, H-^Xj-+- 

° I — .r 1.2 2.3 3.4 

(Rauer, Journal de Crelle, t. LVi.) 
:2. En appelant toujours X;, le polynôme de Legendre, on a 

X,i -^- X,,-»-i = Xo / X«û?57-}-Xi I X/,_i ^a: -t- ...-+- X» I X^dx. 

(Catalan, Académie de Belgique^ 1880.) 
3. Ayant mis un polynôme F{x) sous la forme 

A/«X„i -r- A/«_iX,«_i -+-. . .-T- AqXo ^^ P(^>)i 

Ao, A|, ... désignant des constantes et Xq, Xj, ... des polynômes 
de Legendre, le nombre des racines de F(ar ) = o égales ou supérieures 
à un est au plus égal au nombre des variations de la suite 

A/a, A;/(— ], •«•; Aq. 

(Laguerre, Comptes rendus, 1881.) 
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4. Soit, en appelant ao, ai, ... des coefficients constants, 

on peut trouver une fonction /( a? ), telle que 

^^ f(x)dx . ^ 



*/.. 1 



y — x 

(NiEAioLLER, Zeilschrift fiir Mathematik und Physik, 1879.) 

.1. 

5. Si l'on forme les dérivées successives de la fonction e^\ on trouve 

.1 X. 

d" e^ _ V ^^ 
dx"^ — Vn-i ^ > 

V» désignant un polynôme du degré n — 1 en x\ prouver que ce 

polynôme satisfait à une équation du second ordre linéaire et étudier 
celle équation. On l'intégrera même dans le cas où n n'est pas entier. 

6. Si Ton veut une fonction <p(a), telle que 
il suffira de prendre 

y et o sont ce que Cauchy appelle âcs fonctions réciproques. 



2^6 CHAPITRE V. 



CHAPITRE V. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR NON 

LINÉAIRES. 



I. — Quelques règles générales. 

i" Quand une fonction renfermant n constantes arbi- 
traires satisfait à une équation d^ordre n, elle est la 
solution générale de cette équation; il en est de même de 
toute fonction implicite donnée par une équation non 
résolue renfermant n constantes arbitraires. Ce fait a été 
établi plus haut (p. 12). 

1^ Lorsqu ^ une équation différentielle contient seulement 
la variable x et des déri^'ées de la fonction inconnue y\ 
sans contenir cette fonction inconnue elle-même j elle peut 
être remplacée par une autre d'ordre moindre. 

11 suffit, en efiet, cl\' faire-,- r^ v'etd'v considérer '>' comme 

nouvelle fonction inconnue : alors -/^» -7- -. - ... se trouveront 

dx'*' dx* 

remplacés par ^- » —J~^ • • • ; lorsque l'on aura calculé y\ 
y s'obtiendra au moyen d'une quadrature. 

3** LorsquUine équation différentielle ne contient pas 
explicitement la variable indépendante x, on peut toujours 
la remplacer par une autre d* ordre moindre d^ une unité. 

En eflet, considérons Téquation 

^/ dv d^v d'^y\ 
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dans laquelle^ désigne la fonction inconnue : posons 

dy _ , 
dx "•^' 



nous aurons 



d^y _ dy _ dy' dy _ dy' , 
dx^ dx dy dx ^ dy 

d^y d tdy \__, d^y\,^ 



dx» dy \dy -^ J^ - dy^^ \dy J ^ ' 

d'y _ d \d^y ((lyy ,1 ,_ 

dx^-dyiW^ '^KWI^V' 

on voit ainsi qu'en prenant j^' pour fonction inconnue et ^ 
pour variable indépendante, l'ordre de l'équation s'abaissera, 
et cette équation prendra la forme 

I, / , dy' d^-^y'\ 

Quand ^' sera connu en fonction dej\ et que l'on aura, par 
exemple, 

OD en déduira 

dy 

ou 

-f^-.dx, x.-.r^-. 

4'' Lorsqu'une équation est homogène en x, fy dx^ dy, 
d^y-i d^y, . . .y on peut abaisser son ordre. 

11 suffit, en effet, de poser 

X — e^, y — ze^\ 
OD a alors 

dx = e^dl, dy = dz e^ -\- ze^dty 

d^x = e^dt^, d^y — d^z e^ r-i dz e'dt -^ ze^dt^y 
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Si Ton substitue ces valeurs dans Téquatioa proposée et si Ton 
désigne par n le degré de rhomogénéité, e"^ disparaîtra 
comme entrant en facteur dans tous les termes, et réquation 
dans laquelle se transformera la proposée ne contiendra 
plus la variable indépendante t : on abaissera alors son ordre 
comme il a été dit tout à l'heure. 

5" Lorsqu^ une équation est homogène en y ^ -j-y -f^y — ♦ 
on peut la ramener à une autre d^ ordre moindre. 

Il suffit pour cela de poser 



on a alors 



Çz dx . 

y = e' ; 



d'^y CzdT , (zdx dz 
dx'^ dx 



Si Ton porte ces valeurs dans Féquation proposée, e'*^^ dis- 
paraîtra comme facteur commun dans tous les termes, élevé 
à une puissance marquée par le degré de l'homogénéité, et, 
chaque dérivée de y se trouvant remplacée par une expres- 
sion qui ne renferme que des dérivées de z d'ordre moindre, 
on obtiendra une équation en z d'ordre moindre que la pro- 
posée. 

II. — Cas où l'on connaît des solutions. 

Lorsque Ton connaît des intégrales d'une équation renfer- 
mant des constantes arbitraires, on peut quelquefois en pro- 
fiter pour abaisser cette équation et essayer de satisfaire à 
cette équation en remplaçant les constantes par des fonctions 
convenablement choisies (en faisant, comme Ton dit, varier 
les constantes). Nous ferons comprendre l'esprit de cette 
méthode en l'appliquant à une équation linéaire : soient y la 
fonction inconnue, x la variable; soient 7'<,j^2îJ'3 des solu- 
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dons de l'équation linéaire 



<.«> 



) où 



P\^ P2j • • ' désignant des fonctions données de x\ alors Cf. 
c»2* Ci désignant des constantes arbitraires 

sera une solution de (i). Supposons que Ton remplace C|, 
Ca, C3 par des fonctions de x. et essayons de satisfaire dans 
cette hypothèse à Téquation (i), en remplaçant y par sa 
valeur (2). A cet effet, posons 



» . f 



^i> ^2) ^3 désignant-^--, -t-^> ^— : la formule (2) différentiée 
donnera 

et les dérivées j^", y^ . . . , j^" ne contiendront que les déri- 
vées d'ordre n — 2 au plus des c : ainsi 



Kn portant ces valeurs de y,^',^', . . . dans (1), on obtiendra 
une relation (R) entre les c et leurs dérivées, contenant des 
dérivées d'ordre n — 2 au plus des c; les équations (3) diffc- 
rentiées donneront c'j, C3, ainsi que leurs dérivées en fonctions 
linéaires de c\, c\, . . • , si bien que la relation (R) deviendra 
une équation d'ordre n — 2 (linéaire dans le cas actuel) en C| . 
J'ajoute que cette équation ne contiendra pas c< lui-même, en 
sorte qu'elle pourra être ramenée a l'ordre n — 3, vu que C|, 
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C2, C3 ne paraissent pas dans Téquation (R), leurs coefficienls 
étant les premiers membres de (i), où Ton a remplacé j' par 

c\ une fois connu, (3) donneront c.^ et c\ ; des quadratures 
donnent alors Cj, Ca, C3 et (2) fera connaître jk« 

III. — Cas où Ton a des données sur la nature des intégrales. 

Lorsque l'on sait quUine équation différentielle a des 
solutions communes avec une autre équation différentielle^ 
on peut troui'er ces solutions comme il suit : 

Désignons parj^', j'", ... les dérivées, prises par rapport à 
la variable x, de la fonction inconnue, et considérons les deux 
équations différentielles 

(i) F(x,y,y\y\ ...) = y», 

résolues par rapport aux dérivées d'ordre le plus élevé de j^. 
Si m = n en les retranchant Tune de Tautre, on aura immé- 
diatement une équation d'ordre m — 1 admettant les solutions 
communes à (1) et (2). Si /« >• n, on différentiera m — n fois 
l'équation (2) et, en la retranchant de (i\ on aura ainsi une 
équation (3), d'ordre inférieur à m, admettant les solutions 
communes à (i) et (2 ). En opérant sur (2) et sur la nouvelle 
équation (3), comme sur(i) et (2), on remplacera Tune d'elles 
par une autre d'un ordre moindre, et ainsi de suite. Plusieurs 
cas pourront alors se présenter : 

i" On finit par tomber sur des équations d'ordre zéro qui 
par suite ne sont plus différentielles; on est alors ramené à 
une question d'Algèbre : Trouver les solutions communes à 
deux équations algébriques ou transcendantes. Les solutions 
communes à (1) et (2) sont alors particulières et sans con- 
stantes arbitraires, peut-être même singulières. 

2° L'une des équations (2), (3), (4), ... se réduit à une 
identité. Supposons, pour fixer les idées, que ce soit l'équa- 
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lion (3) : si (i) et (2) sont de même ordre, ces équations sont 
identiques, c'est-à-dire ont les mêmes solutions sinon (i), et 
Téquation obtenue en diffcrentiant (2) m — n fois ont les 
mêmes solutions, et l'intégration de (i) sera ramenée à celle 
de (2) qui est plus simple. En tout cas, les solutions com- 
munes à (i) et (2) seront les solutions d'une équation d'ordre 
inférieur à m. 

La connaissance des solutions communes à (i) et (2) sera 
souventutilepourintégrer complètement (i) et, en particulier, 
si cette équation est linéaire. 

Lorsque Von connaît une relation entre les intégrales 
fV une équation différentielle y on peut en profiter pour 
découvrir des solutions. 

En effet, soientj^'= -^yy" z=z - -^j Considérons l'équa- 
tion différentielle 

soient ;/ et v deux solutions et 

une relation entre u et c, on aura 

(3 » f(.r, w, w', . . . ) = o, 

(4; , F(x, p, v\ ...) = o. 

Si de (2) on tire u en fonction de v pour le porter dans (3), 
cette équation prendra la forme 

les équations (4) et (5) auront alors une solution commune 
ou, si l'on veut, (i) et 
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auront une solution commune que l'on pourra déterminer par 
la méthode indiquée précédemment. 

IV. — Applicatioiis des principes précédents. 

I. Trouver une courbe dans laquelle la courbure soit 
une fonction donnée 'f'{x) de C abscisse. 

En égalant à 'f'(^) l'expression trouvée (t. II, p. 98) pour 
la courbure, on a l'équation différentielle de la courbe cher- 
chée 



{i-^yy 



celte équation ne contenant pas y, on prendra y pour fonc- 
tion inconnue, et Ton aura 



ou, en appelant c une constante arbitraire. 



on en déduit 



ou 



y 
—jL =^ — 0(37) -4- c; 



y- /-- — , 

(9 -^ Odx 



y est alors donné au moyen d'une quadrature, et Ton a 

(cp -i- c)dx 



J-t-C r 



/{Q -'-- c)dx 
y/'i— (cp — c)» 



d désignant une nouvelle constante. 

1° Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour 
bure soit proportionnel à la normale. 



1 
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Si l'on égale les expressions données (t. II, p. 98) pour le 
rayon de courbure et (t. II, p. 17) pour la normale, en multi- 
pliant celles-ci par la constante n, on a 






ou bien 

I -r- r'' 

— y- = riy 



y 

Cette équation ne contenant pas x^ on posera 



et Ton aura 



ou 



•^ dx " dy ^ ' 

; dy 

1 -t-7 « r= nyy -^ 

^ y'dy dy 
n — ,- = - — • 

i~r* y 

LMnlégration donne, en appelant c une constante, 

^\oQ(i-^y')=^-\oscy , 
ou 

(1) C7--.(,-f-yt)T; 

si l'on dilTérenlie cette formule, on a 

--1 
cy'dx^ ny'dy'ix-r-y^y 



.^-1 



OU 

cdx =^ n(i-^y^y ' dy' 
et, par suite, 

r --1 

ex -^ n / (1 -H^'*)* dy. 

Si le nombre n est entier, x pourra toujours s'obtenir au 
moyen des fonctions algébriques ou logarithmiques (y com- 
pris l'arctang). Nous allons examiner quelques cas intéres- 
sants : 
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1" /i^= 1. Alors on a 



ex = 

ou 



x=/(.-y')-V=/;^ 



cx = tog(y-T-/i-hy«), 



en n'écrivant pas la constante, ce qui revient à transformer 
les coordonnées. Or (i) donne 



Télimination de y' donne 

ex = log(v/c'y — I -h cy) 

OU 

qCX — ^c^y^ — l-^- Cy\ 

on en lire 

e-cx — cy — ^c^y^ — I , 

d'où 

(>rx _x- (>—cx 

C7= — 7, — ; 

c'est l'équation d*une chaînette. 
II. Supposons 71= — i : alors 



ex 
ou 



--/('--/*) *^y 



y 

ex = *^ 



v/lH-/« 

sans ajouter de constante, ce qui ne fait que transformer les 
coordonnées; or (i) donne 

l'élimination de^' donne 

e'^x^-T- c^y^ = I, 
équation d'un cercle. 
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3"* Si /2 ^^ -î, on a 

cy — I -T-y^y c dx — 2d[;^', ex — ly'; 
réiimination de y' donne 

Cy r^ I -;- __ : 

c'est l'équation d'une parabole. 
4" Si /î = — 2, on a 

I r dv' l r' ,\ 

en faisant j^'=r tang^^p, on a 

cy — cos^^îp, co: — — sin f cp cosjcp — {-o 

ou, posant - = a^, 

y — 2a cos* jO, X — - iasin\^ cos J© — ao 
ou 

j^ — a(i H- coso), X — — a(sino-T-o). 

Changeons cp en 7t — ^ et x -h ci"^ en x : nous aurons 

y — a(i — coscp), X — a{f^ — sintp): 

ce sont les équations de la cycloïde. 
5" Nous ferons encore /i ^^ 4 • alors 



c7^.(i-^yV)*» car = 4 I (i-hy'^)dy'=-. 4y-4- 



Ay'i 



3 • 



ce sont les équations d'une courbe unicursale du quatrième 
degré. 

III. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure soit proportionnel au cube de la normale. 

L'équation du problème est, en appelant nune constante, 
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ou 






y^y-:'-n; 


on en lire 




« 


y' 



ou bien 

I 

y 



y» = =i=/i-j 4-c; 



c (lésignanl une constante, on en déduit 



ou 



tiy : ( rb /i - - -7- c j = dx* 

/ydy 
— r^^r: — ' = 



ou 



ou enfin 



X = ^—1 n — c/* 
X» — cy^ — r:-. n ; 

ce qui représente une conique rapportée à ses axes. 

IV. Trouver les courbes dont te rayon vecteur issu d'un 
point fixe est égal au rayon de courbure. 

Soient r le rayon vecteur, l'angle que (ait ce rayon avec 
un axe fixe passant par le point fixe. L^équation à intégrer 
sera (l. II, p. 1 18) 

( r« -L- r'î )« 
r = 



rr" — '2r'* — r* 



/•' et /•" désignant les deux dérivées de r prises par rapport à 
0; cette équation peut s'écrire 

r^(rr''—'3Lr'^-' r» )« -- ( r" -f- r'* y 

OU, en divisant par/***. 



(^7i^-.)*-('-^S)'- 
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Si Ton pose alors 

r' dr rr" — r'* d\L i 

cette équation deviendra 



1 d\k 1 'V— ' 

\û?6 cos*|jL cos*|Jt/ ~" cos* 



COS^fJL 

ou 

\rfO / COS*{JL 

et, par conséquenlv 



(^ COSfX 

d'où l'on lire 

I =fc COS [X 

et 



Q ^ _ r COS [X rf[X . 

^ i±:cos|jl' 



d'où les deux solutions où Ton n'a pas mis de constante, ce 
qui revient à faire tourner l'axe polaire 

6 = — |jn-tang^{x, ' ô = |jn- col^fx. 

L'équation (i) donne alors 

dr 

dr d^ sin [x 



r 1 z!z COS {X 

et par suite 

logr = logA: cos'yjx ou — logArsin' J [x, 

k désignant une constante, ou, ce qui revient au même, 

r=A"COs*i[x, ou -: — - — ; 

sin*| jx 

L. — Traité d* Analyse y V. 17 
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on a ainsi r et en fonction de tx. On ne trouve pas ainsi la 
solution évidente r=const., qui est singulière. 

Si Ton avait voulu traiter la question avec des coordonnées 
rectilignesy on aurait obtenu une équation homogène, facile 
à intégrer, mais avec des calculs beaucoup plus compliqués. 

III. — Recherche des courbes égales à leurs développées. 

Appelons R le rayon de courbure d'une courbe, a Tangle 
que fait ce rayon de courbure avec une droite fixe, l'axe des 
X par exemple. Je dis que l'équation 

(I) R=o(a) 

détermine entièrement la forme de la courbe (mais non sa 
position); l'équation (i) devient en effet, en y remplaçant R et 
a par leurs valeurs exprimées en fonction des cootdonnées 
x^y d'un point de la courbe, 

^-y — ^'K/); 
'^{y) étant mis pour cp ( arctang > j» on en tire 

et, par suite, 

Xq désignant une constante*, on déduit de là 

et Ton aura 

y—yo = jF(x — xo)dx = ^{x — xo)] 

c'est l'équation générale des courbes ayant pour équation 

y=i^(x) 

transportées parallèlement à elles-mêmes dans leur plan. 
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Ainsi Téquation (i) détermine complètement la forme d^une 
courbe, mais cette courbe peut être transportée parallèlement 
à elle-même, sans que l'équation (i) en soit altérée. 

Cela posé, Téquation de la développée de la courbe (i) 
sera facile à trouver : en appelant R' son rayon de courbure, 
son angle de contingence sera <fa, son élément d'arc ± rfR, 
en sorte que l'on aura 

R' _ ^ ^ï^ 

R' = dicp'(ct); 

mais l'angle a' que la normale à la développée fait avec l'axe 
des X est a ± - : donc l'équation de la développée est 



ou, si l'on veut, 

(a) R = cpYaiiz^V 

Pour que les équations (i) et (2)représententla même courbe, 
il faut qu'en faisant tourner l'une des deux courbes d'un angle 

7w zb - elles deviennent identiques; donc 

(3) cp(a-+-X)=±cp'(«); 

s'il avait fallu renverser sens dessus dessous l'une des courbes 
pour la faire coïncider avec l'autre, on aurait eu 

(1) cp(X-a) = ±cp'(a). 

Nous nous occuperons d'abord de cette équation qui est plus 
facile à intégrer que (3) : si on la différcntie, on trouve 

-cp'(X-a)=±cp'(a) 
et, en changeant a en X — a, 

-cp'(a)-d:cp'(À-a). 
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Combinée avec (4), cette formule donne 

<f(X_i)= _ç"(X-a) 
ou bien 

cette équatioQ admet pour solution 

-p( = ) = Acosï + Bsina 
OU 

ç(a)=A5in{a-f-A). 

A et h désignant deux constantes, on peut supposer li : 
sans altérer la forme de la courbe ; on a alors 

R = =p(a)=Asina 
ou bien 



Asin^-arciang^j 



on en conclut 



('+./'!' _ ^(,^y,j-^ 



(i+y>)' A 

et, en intégrant, 

(5) !arotai>g/+^ ^-^ 

on aurait de même 



(n-yc A 

(6, ,^ = _A^-,,. 

Des formules (5) et (G), en posauty*^ tang-, on tire 

/ = — t(" +cosB)i 
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A 

si Ton chaDge u en tz -\- u, x en x + -j it et y en — y^ on 

trouve 

\ 

X •=■ — (w — sioit), 
4 

y= -7(1 — cosm), 

équations d'une cycloïde. 

L'équation (3) paraît beaucoup plus difficile à intégrer que 
l'équation (4) ; mais on peut en trouver un nombre illimité de 
solutions. Si l'on pose en effet 

o(a)= AoC^oa-h Aje^ia-h Aje^a^-f-. . ., 
<p(a H- X)= Aoe»oXenoa_j_. . .^ 

<p'(a)= noAoe«oa^-..., 

on satisfera à la question en prenant 

/lo = ± e"o>., /Il = dr e"! ^, . . . , 

c'est-à-dire, en prenant pour n^^ /i<, na, ... les racines de 
l'équation, 



n 



= d= c"^. 



Cette équation a deux racines réelles; si l'on appelle v l'une 

d'elles, on aura 

ç>(a)= Aev«; 

donc, en remplaçant dans (i) R par sa valeur, 

y 

c'est l'équation d'une courbe égale à sa développée. Pour 
intégrer cette équation, nous prendrons a pour fonction et 

nous aurons 

cota = —■ y\ 

a' 

. , = y ; 
sin^a '^ 
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(10) devient alors 

y— = A e-va 

a 

OU 

a'sinae^«= A ; 

on en conclut 



sinae^o^ûfa = Ar 
ou 



/"' 



(-- sina cosa ]e'*^— kx -\- const. 
v*-i-i v*-+-i / 

Si Ton difTérentie, on a 

sinaé^^di = \dx\ 

mais 

dy 

--f- = — cota 

ax 

ou 

dx = — tanga dy^ 

donc 

— cosae^arfa = kdy^ 

d'où Ton tire, en intégrant, 

— ( -r cosa H — sina )c^«= A y -f- const. 

\v»-f-l v«4-i / -^ 

On peut, en transformant tes coordonnées et en posant 

v = tangp, 
écrire 

Arr = cos(a-f- ^)e^^^ 

ky = s\n{aL-^^)e'*^\ 



on en conclut 



^ = tang(aH-p), 



donc a -4- p est l'angle polaire 9 de la courbe rapportée à des 
coordonnées polaires. Mais on a 

A(a:*^-7*)= e'îva; 
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on en conclut, en faisant x^ -^y^ = r^, 

A r* = <»«v(0-p) ; 

la courbe cherchée est donc une spirale logarithmique, mais 
il est clair qu'il existera encore beaucoup d'autres courbes 
jouissant de la propriété énoncée. 

Une analyse toute semblable à la précédente conduirait à 
trouver les courbes semblables à leurs développées ; il faudrait 
alors résoudre des équations de la forme 

<p(a-l- X)= ± X-o(a) 

OU bien 

cp(X — a)=±X:«p(a). 

La seconde fournit Tépicycloïde, la première fournit entre 
autres courbes la spirale logarithmique. 

Y. — Équation intrinsèque d'nne courbe. 

Je suppose que Ton demande de déterminer une courbe 
connaissant la relation 

(1) R = ?(0 

qui donne le rayon de courbure R en fonction de l'arc; si 
l'on choisit des axes de coordonnées quelconques et si Ton 
appelle a l'angle que la tangente fait avec l'axe des x^ on 
pourra écrire l'équation (i) ainsi 

ds 

ou 

a= /rry: = 4/(5)4- const. = 4/(5 )-t- a ; 

en prenant les tangentes des deux membres et en observant 
quetanga=: ^' on a 
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on aurait de même 

cosaou -7- = C08[4' + a], -—- =sin[i};H- a] 
et, par suite, 






y=yo-^ f sin(4/-4-a)ûf5, 



^0 et j^o désignant deux constantes. Il est clair que la courbe 
est égale à la courbe représentée par 



cos(<}; -+■ a)dsy 






dont on peut écrire les équations 



x= j cosacos<{; c^5 — 1 sinasin^^^, 



s ^s 



Cette courbe elle-même, en faisant tourner les axes de 
l'angle a^ se ramène à 

a? = / cos'^ dSy y= f sinij^ef*; 

donc l'équation R = ^(5)ne représente que des courbes 
égales entre elles et même elle représente toutes les courbes 
égales à une certaine courbe dont la l'orme est caractérisée 
par la forme de la fonction <p. On lui donne pour cette raison 
le nom adéquation intrinsèque de la courbe. On devra 
pouvoir de cette équation déduire les propriétés intrin- 
sèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés de cette 
courbe, considérée abstraction faite du monde extérieur. 
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Nous allons faire une application de celte théorie à la réso- 
lution d'un problème qui pourra paraître difficile au premier 
abord, mais qui se résoudra simplement si Ton a égard aux 
considérations précédentes. 

YI. — Problème inverse des roulettes. 

Problème. — Quelle courbe G faut-il faire rouler sur 
la courbe donnée B, pour qu^ un point lié à la courbe G 
décrive la courbe A donnée. 

Nous allons chercher l'équation intrinsèque de la courbe G : 
à cet effet, nous désignerons par p, R, R| les rayons de cour- 
bure de A, B, G respectivement; s sera l'arc des courbes en 
contact B et G, compté sur chacune d'elles à partir d'une 
origine fixe jusqu'au point de contact, o* sera l'arc de la 
courbe A. Enfin n et cp désigneront la distance d'un point de 
la courbe A au point correspondant de contact des courbes B 
et G, et l'angle que fait cette distance avec la normale 
commune à B et G. On a trouvé (t. II, p. iSa et p. i3i) (/i est 
normale à l'arc rfcr) 



= (n-^ïï;) 



n 



cos 



Or p est fonction de o-; n et cp sont des fonctions des coor- 
données du point de la courbe A et du point de contact 
correspondant de B et G; donc n et y sont fonctions de s et <t. 
Elnfin R est fonction de s : ainsi les deux équations précédentes 
contiendront 5, R|, o-^ l'élimination de t donnera bien une 
relation entre R, et 5, c'est-à-dire l'équation intrinsèque de 
la courbe cherchée. 

On peut écrire les équations (i) sous la forme 
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Quand la base est une droite, ^ = o, et, en posant 0- = ^'f 
on a 

(« -I- p)wA- = p costp, — - = /lA-; 

n, p, ç s'expriment en fonction de o- : on aura alors 

(4) (/i-hp)^ =pcos<p, '^^^^y 

La première de ces équations donne s en fonction de o- ou o- 
en fonction de 5; la seconde donne alors k en fonction de s. 
Supposons que la roulette doive être une droite parallèle 
à la base ; en prenant la base pour axe des Xy on aura p = oc, 
n = const. Les formules (4) donneront 

di , d^ 

-P = C0S9, nk = —r \ 
ds ^ ds 

mais cosy = i , donc d^ = ds^ nk=^i, donc A" = const. ; la 
courbe roulante doit donc être un cercle de rayon /?. Pour 
avoir le point décrivant, par le point de contact on élèvera 
une perpendiculaire qui passera par le centre. Effectivement, 
le centre décrit bien une droite parallèle à la base. 

YII. — Équations de Liouville. 

La méthode de la variation des constantes s'applique assez 
bien à l'équation suivante, résolue par Liouville, 

Deux méthodes peuvent servir à l'intégrer : 1° on peut d'abord 
négliger le dernier terme; on a alors à intégrer 

d^y ^, . dy 
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ce qui donne 

(-2) iy = ce-ir^'", 

dx 

C désignant une constante. Cela posé, supposant C fonction 
dej', difTérentions cette équation; nous aurons 



-[f/i- »/<->] 



g. rS*-cnx>l .-/■«"" 



I dy \ dC dy 
C 5ï 



ou y remplaçant Texponentielle par sa valeur, 

d^y _ , dyXd^dy _ ^, 

d^^ Cd^ldy dx ^-^^^^^J' 

d* Y 

portant dans (i) cette valeur à la place de -t=^> on a 

OU bien 

(2) devient alors 

dy _ ^, fF{y),ly+ff(jr)dx 

di~^^ 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 

2" On peut encore intégrer l'équation proposée en posant 
d'abord /(a:) = o et en suivant la même méthode. 



VIII. — Équation de Jacobi. 
Si l'on connaît une intégrale première de l'équation 

le reste de l'intégration s achève par les quadratures. 
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Soit, en effet, 
une intégrale première de (i) : on en tire 



dx^ dx ^ ày ^' 
par suite 

si nous différentions par rapport à c cette fornxule identique, 
nous trouvons 

o= — H — o + — L _L 

' de dx de dy * dy de 

ou bien 



doni 



dy \' de / dx\de/ 



fTc'^-i'^J' 



est une différentielle exacte. La formule (2), qui peut s'écrire 

cp dx — dy = o, 

do 

a donc pour facteur d'intégrabillté -r^» et Ton a pour Tinlé- 
grale cherchée 

/do 
■^ (odx — dy)= const.; 

ce résultat sera généralisé plus loin. 



IX. — Équations de Brassine et de Halmsten. 

M. Brassine a démontré que l'on pouvait toujours intégrer 
complètement Téquation 
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au moyen de quadratures, dès que Ton eu connaissait une 
intégrale première; si l'on pose en effet 

-l//(x)rfa- 

y-ze * , 

on trouve 

dy __ -l/ywrfx Vdz^ ^ I 



dx 



[S - i '/<-)] . 



et l'équation (1) devient 
Cette équation est de la forme 



dx'^ 



= F(^, ar); 



elle s'intégrera par suite, en vertu du théorème de Jacobi 
démontré au paragraphe précédent, au moyen de quadratures, 
si Ton en connaît une intégrale première, ce qui aura lieu si 
l'on connaît une intégrale première de la proposée (i). 

L'équation suivante, considérée par Malmsten, jouit des 
mêmes propriétés : 

(P) 3^?(^,y) — 'K^>r) = o. 

En effet, si l'on en connaît une intégrale première 

(Q) £=^(^»^»^)» 

contenant la constante arbitraire c, on pourra d'abord écrire 
l'équation (P) 

d^'^dyd^^^'^'^^-''' 

et (Q) ainsi, en la différentiant, 

^!Z - ^ -- ^ e = o. 

dx^ dx dy 
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En éliminant ^-^> on a 



àx dy' \dx ày } ^ 



et, en différentiant par rapport à c, 






c*est-à-dire 

donc T- est un facteur d'intégrabilité de dy — ^dXy et la solu- 
tion de l'équation (P) s'achèvera par les quadratures. 

On voit de même que l'équation suivante, encore citée par 
Malmsten : 

— o{x, y') —y ^{x, y)=o 

s'intègre par quadratures quand on en connaît une intégrale 
première. 



X. ~ Intégration des équations au moyen d'un facteur. 
Etant donnée une équation différentielle 

(|ue nous supposons du troisième ordre pour fixer les idées, 
mais que Ton pourrait supposer d'un ordre supérieur, on 
pourra souvent l'intégrer en appliquant la méthode suivante. 
Posons 

dF dF !^_Y' 

dx ' ' ày~ ' ày' " ' 

on essayera si F ne pourrait pas être, quel que soit^, la déri- 
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vée d'une fonction /; pour qu'il en soit ainsi, il faut que 
(t. III, p. 2l5) 

Si cette relation est satisfaite, on calculera la fonction /et 

l'on aura une intégrale 

/= const. 

de (i), sur laquelle on pourra opérer comme sur (i). Si la 
condition (2) n'est pas satisfaite, on cherchera à déterminer 
'k de manière que XF soit la dérivée d'une fonction /, quel 
que soit^; alors il faudra que 

ùCkF) a /d\F\ d^ /à\F\ d^ /ôlF 



dy 



_^/dXF\ _^/^\ _^/î^\ 

dx\ oy /"^ dJ^^\ôy) d^\'dy^)-'^- 



Cette équation sera du troisième ordre en X et se décomposera 
généralement en plusieurs autres, parce qu'elle doit avoir 
lieu, quels que soientj^, ^'',^' etj^'". 

Théorème. — Si une équation d'ordre n peut être mise 
sous la /orme 

,3) P ^-^"^ -hQ=o ou Prf7«-ï + Qrfjr=o, 

dy 
P et Q^ désignant des fonctions de Xy y^ y = -^y . . . , 

y"" • = ^-^— ' il existera toujours un facteur [jl, tel que 

soit une différentielh exacte. 
En effet, soit 

une intégrale de (3), c désignant une constante arbitraire : en 
diflerentiant cette intégrale, on a 
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OU 

â^ do ào 

' dX ây^ Ojrn-l -^ 

Cette équation doit fournir la même valeur de ^^ que (3); 
donc on doit avoir 

do do do do 



dT^^ dy^ -+-... -f- ^^«_, r ^ pi^n-t ^ 

Q " ~P~' ~ ^' 

et par suite Téquation (3) multipliée par le facteur p. fournira 
Téquation (5) ou (4)7 dont le premier membre est une diffé- 
rentielle exacte. 

En égalant le facteur [x à Finfini, on pourra parfois obtenir 
une solution singulière. 



XI. — Remarque curieuse au sujet des équations 

d'ordre supérieur. 

Soient 

a et ^ désignant deux constantes arbitraires, deux intégrales 
d'une équation différentielle d'ordre n. Lagrange a remarqué 
que, si Ton posait 

et que Ton éliminât a et P entre (i) et (2), on obtenait une 
équation 

différentielle, admettant pour intégrale le résultat de Télimi- 
nation dej^""* entre les équations ( i) ; en effet, cette résultante 

(3) fi^.y. ...,/''-',«, P) = o 

étant différentiée, on obtient une équation 

(4) /i(^»7, ...,>'"-Sa, P) = o. 
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Ces équations (3), (4) sont équivalentes à (i) et (2); car ce sont 
des inté^ales mises sous des formes différentes d'une même 
équation différentielle. Si l'on y adjoint l'équation 8(a, P) = o, 
on tombera donc par l'élimination de a et ji sur6(cp, (J^)=:o; 
(3) est donc une intégrale de cette équation. 

L'équation h{(f, iJ/)=^ o a une intégrale singulière que Ton 
peut déduire de (3), en différentiant par rapport à a, ce qui 
donne 



mais on a 



ce qui donne 





à/à? 


0; 




d3 dOL "" 


0, 


ùf <n 


0/ d^ 


= 0. 



Cette équation, combinée avec /= o et 8(a, P)=:o, don- 
nera par l'élimination de a et ^ une solution singulière de 

e(cp,.})=o. 

Considérons, par exemple, l'équation générale des cercles 

y"(i-Hy*)-37'y=o; 

rintégrale générale de cette équation est, ce qu'il est facile de 
vérifier, 

deux autres intégrales s'obtiendront en différentiant cette 
équation et seront 

(^_a)H-yO'_3):r.O, 

d'où l'on tire 

I -T- V'* 

a = x 5—7. 

7 

L'élimination dey donne 

L. — Traité d'Analyse, V. 18 
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cette équation, quand on suppose 



6(a, ?)=o, 



est une intégrale de 



(5) 






La solution singulière s^obtient en éliminant a et ^ entre 

e(a, p) = o, 

ce qui fournit la développante de la courbe 6(a, p) = o. On 
peut ainsi former des équations intégra blés, avec des solu- 
tions singulières; mais, considérée comme méthode d'inté- 
gration, la proposition que nous venons de faire connaître 
est plus curieuse qu'utile. (Lvgkange, Fondions analy- 
tiques; — J.-A. Serret, Journal de Liouville, i™' série, 
t. XVIII.) 

XII. — Remarques sur la formation des équations difTérentielles. 

Nous avons déjà fait observer (p. 12) qu'en éliminant les 
constantes a^ ao, «3, ...,«,/ entre Téquation 

(1) /(^, J, «lî «îi •.•» ^n)-- - O 

et ses n dérivées on obtenait une équation différentielle 
d'ordre n admettant pour intégrale générale l'équation (i); 
les constantes «<, «2, , . ., an sont les constantes d'intégra- 
tion. En procédant de cette façon, on peut former un certain 
nombre d'équations différentielles qu'il serait difficile d'in- 
tégrer directement et dont on connaît a priori l'intégrale. 
Quand on rencontre les équations différentielles que l'on a 
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ainsi formées a priori, on peut avoir la solution de problèmes 
difficiles à résoudre directement. 

C'est ainsi que nous avons (p. 88) pu résoudre des pro- 
blèmes dont la solution était formée d*une série de courbes 
homofocales, que nous avons reconnues à la simple inspection 
de leur équation différentielle. 

Une conique arbitraire peut constituer la solution d'un 
grand nombre de problèmes : ceci nous engage à faire con- 
naître l'équation diflérentielle de ces courbes, qui est du 
cinquième ordre, puisque Téquation d'une conique quel- 
conque dépend de cinq constantes arbitraires. 

L'équation d'une conique quelconque est réductible à la 
forme 

A représentant le discriminant de la courbe; en différentiant 
deux fois de suite, on élimine m et n, et Ton a 

_\ 
y'"=zh{a' — bl){\x^-\-iax -r- b) *, 

d'où 

(i) y 3 = (aï — 6A) ^{ÙLX^-^-iax^b), 

et par suite, en différentiant trois fois de suite, 

^''^ d7A-dx^) =^- 

Telle est l'équation différentielle des coniques, qu'il est 
d'ailleurs bien facile d'intégrer directement sous cette forme. 
Dans la parabole A = o; dans cette hypothèse, pour éliminer 
les constantes, il suffit de différentier deux fois l'équation (i) 
et l'on a, pour l'équation différentielle des paraboles, 

En développant les équations (2) et (3), on a 
(4) 5y"«-3y^'v = o 
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pour réqualion des paraboles, et 



(5) 



4o/'"3 - 45yyv^ -+- 97'*r = o 



pour réqualion des coniques en général. 

On arrive encore à cette formule en partant de l'équation 

en difTérentiant trois fois de suite, on élimine A, D, F el 
Ton a 

y"(B:r -h Cj H- E) -h 3y (B -f- Cy ) = o; 

en difTérentiant encore, il vient 

jtv(B:r-f- C^-h E)-+- 4y"(B -f- Cy )-h 3Cyî = o, 

puis, en difTérentiant encore, 

j*(Bj--+-C7-i-E)-f- 57>^(B-hCy)-i-ioCy"y=o. 

En éliminant alors B.r -\- Cy -h E et B -f- Cy^ on a Téquation 
des coniques sous la forme 



y 3y o 

r' 4 y 3y 



= o, 



qui se réduit à (5) quand on développe le déterminant. Une 
méthode toute semblable conduirait à l'équation du neuvième 
ordre des courbes du troisième degré. 

Nous allons faire quelques applications de ces formules. 

Problème I. — Troin^er toutes les courbes telles, que 
leurs diamètres présentent un point d^ inflexion aux 
points où ils rencontrent ces courbes. 

Désignons par j;,jk les coordonnées d'un point de la courbe 
cherchée, et par x^y^ et x^y^ les Coordonnées de deux points 
voisins ; soient :C| = x -|- a 4- e, Xa = ^ — a + e. Si les points 
x^y^ et X2y2 sont sur une parallèle à la tangente, il est facile 
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de voir que x — x^ el x — ^2 seront à peu près égaux et de 
signes contraires, et que la différence 2 s sera du second ordre , 
ce qui justifie la notation adoptée. Exprimons qu^il en est 
ainsi : on aura 

<■> •?=?=^'= 

** 2 — •* 1 



or 



j-j = ^ — (a — £)/-4-(a — £)«-^ — ...; 
donc, en vertu de (1), 

ou 

o = 2£^=^ -i-(a«-H3£«) -^ -^(ia«e-h4£M -^ _ , 

1.2 M .2.3 1.2.3. I 

H-(a*-Moa2£«-i- 5£M ^, , - -\- 

Les coordonnées $, r, d'un point du diamètre sont 

OU 

Ç =3--h£, 

r,=^+l j[(a + £)-(a-£)]y-i-[(a + £)«-H(a-£)îJ^--^...j 

OU 

(3) $ = j:h-e, 

T^ =:^ + £y^_(a2 -+-£«) .^ 

-H(5a*£-H ioa*£' 4- £3) *^ ' 



1 .2.3.4 '^ 
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I/équâtion (2) donne, comme première approximation, 






où e' est du troisième ordre au moins; en substituant cette 
valeur dans (2), on a 

o = 2 ( -— - -ht ) 1 — ^ H- 



/ I . '2 1 . a . 



iîy j \ .% 1 . a . 3 

En bornant l'approximation au troisième ordre, on voit alors 
que e' est du quatrième ordre, et, en bornant alors l'approxi- 
mation au quatrième ordre, on a 



o=ey H- 3(- Vit -+-£') - — 



3 



rî v'" \ <i'»* v' 



_i_ i a2 f — ''^— -4- -' I ^ -H a* ^ ■ 

\ ^y /i.'2.3.4 i.a.3.4.5' 

d'où Ton tire, aux termes du cinquième ordre près, 



& ■ > I „« „ « » 



1 20 / 



y \ 72/'* 36/ 

ou 

'"'"■'''(jaya 3(iy* ' l'20J^ 

donc enfin 



./"^ yv . .r* 



"If 



P) ^~ Cy V7'^y» 36y« ^ r2oj 



•20y 



On aura ensuite, au lieu de (i). 



1.2 \ ^^y^ I 1.2.3 \ (>y/ 1.2.3.4 



si Ton forme alors l'équation 

doL^ dct doL^ dT. 



— o, 
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qui exprime que le point [Xy y) a une inflexion, et, si Ton fait 
a = o dans le résultat, on trouve 

C'est Téquation générale des coniques. 

Problème II. — Troui^er une courbe qui ait en chaque 
point une conique ayant avec elle un contact du cin- 
quième ordre. 

En mettant le problème en équation, on tombe encore sur 
P équation générale des coniques. 

Problème III. — Trouver toutes les courbes dont les dia- 
mètres sont rectilignes. 

Ce sont, d'après le problème II, des coniques ; ce théorème 
a été démontré pour la première fois par M. Bertrand, dans 
le Journal de Liouville. 

Problème IV. — Trouver toutes les courbes rencontrées 
par leurs diamètres en des points tels que, si l'on y mène 
la tangente au diamètre, cette tangente soit parallèle à 
une direction fixe. 

L'équation différentielle du lieu est celle des paraboles. 

Problème V. — Trouver une courbe dont tous les points 
sont des sommets. 

L'équation du problème est 

or, quand on cherche l'équation différentielle des cercles 

en éliminant a, ^, R, on trouve précisément l'équation (i); 
donc les seules courbes dont tous les points soient des som- 
mets sont des cercles. 
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La tangente au diamètre d'une courbe au point P où ce 
diamètre rencontre la courbe est ce que Ton appelle Y axe 
d'aberration en ce point P, l'angle 6 que cet axe fait avec 
la normale en P est donné par la formule 

enfin le centre de la conique osculatrice en P, que Ton appelle 
centre d'aberration, est sur Taxe d'aberration. 6 esl appelé 
Vaberration en P. 

Si donc on demande une courbe dont l'aberration soit 
toujours nulle on trouvera un cercle. 



XIII. — Application de la théorie des équations différentielles 
à la recherclie des intégrales définies. 

Une méthode assez féconde pour trouver la valeur des 
intégrales définies consiste à les -considérer comme fonc- 
tions d'un paramètre, et à chercher une équation différen- 
tielle facile à intégrer à laquelle elles satisfassent. Voici 
quelques exemples de cette méthode. 

Soit 





u 1 e ^^dx\ 


on en tire 






du _ r*^-xr-^^dx 
da J^ ^ x^ ^^' 


ou, en posant - : 


-^.''.t- dt, 




du r* -'»-^^ 


par conséquent 


du 

— H 2W =0 

da 



et 
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c désignant une quantité indépendante de a\ on a donc 



i 







Faisant a = o, on a 

/e-'*dx = c, 

ou c = — ; on a, par suite, 



2 



Considérons encore l'intégrale 






" cosax dx 



I -h J7' 
■" — n 

on a 

rf*M r'^^ x"^ cosax dx 









x* 



= — / cosaxax-^- \ — 

c'est-à-dire 

d^u s'in an 

—-- = — 7. h M. 

«a* a 

Intégrons celte équation : nous aurons 



w = A e« -H B e-« — e^ I ^^^ — e-^ da 



C sina 



^ 



Jr sina/t , 
e^ da, 
« 

A et B désignant deux quantités indépendantes de a. Posant 



na = >5, on a 



M = A. ga -f- B <î-û( — e^ I e " dz 



« — e« / 



,11 (Z 

'0 
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Pour a = o^ u = '2 arc tang/i, et -t- = 05 donc 

aarc tang/i = A -H B, o = A — B; 
par suite, 

r sm z — , 
f e "az 

^ 

fna • _ - 
Sin5 -, 
— ;^ e'^dz. 
jZ 

Supposons a > o et faisons /i = 00; nous aurons 

Tz . .7: ir 

M = - ( ga -4- e-«) — c« — h e-'^ - — ire-'»; 

si, au contraire, a était <<o, on aurait Tze^ : ainsi l'on a 



/ 



"*"" cosa^ 






suivant que a est négatif ou positif. 

La même méthode pourrait servir à la détermination d'un 
grand nombre d'intégrales définies, connues pour la plupart 
au moyen d'autres méthodes. INous n'insisterons pas davan- 
tage sur ce sujet. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit propor- 
iionnol au carré de la normale. 

2. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel à une puissance de l'ordonnée. Quelles sont les 
valeurs de celte puissance pour lesquelles on peut achever les 
calculs? 

3. Trouver une surface de révolution, qui en chacun de ses points 
ait deux rayons de courbure égaux et de signes contraires. (Le méri- 
dien est une chaînette.) 
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4. Trouver un conoïdc, ayant en chacun de ses points deux rayons 
de courbure cgau\ et de signes contraires (hélicoïde). 

5. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit égal à celui 
de sa développée ou de la développée de sa développée. 

6. Trouver une courbe dont l'arc soit égal à la sous-normale. 
(S'intègre au moyen de quadratures.) 

7. Trouver une courbe dont l'arc soit proportionnel à la nor- 
male (iW.). 

8. Former l'équation générale différentielle du quatrième ordre 
qui appartient à toutes les hyperboles équilatères, et intégrer cette 
équation. 

9. Former l'équation générale des coniques circonscrites à un 
triangle donné, et trouver l'équation différentielle de ces coniques; 
intégrer ensuite celte équation différentielle. 

10. Trouver une courbe dans laquelle la projection du rayon de 
courbure sur un axe fixe soit constante. 

11. Trouver une courbe telle que la somme des projections de son 
rayon de courbure sur deux axes rectangulaires soit constante. 

12. Trouver une courbe dont le rayon de courbure soit dans un 
rapport constant avec celui de sa développée. 

13. Voici quelques formules utiles pour résoudre un grand nombre 
de problèmes sur les rayons de courbure : soient/? la distance de l'ori- 
gine des coordonnées à la tangente à une courbe au point (j-, y), 
ils Fclément d'arc de cette courbe, R son rayon de courbure, 
ût l'angle que la tangente fait avec l'axe des x : 

dp . . dp 

x—pcosT, /-sma, x = p sina -h -f- cosa, 

' doi dt 

p = arcosa -4- j^sina, 

ds — p d-x -r- d -r- -, U = o -f- -y'- . 
^ d% d-L- 

14. Trouver une courbe dans laquelle l'arc soit proportionnel à la 
distance d'un point fixe à la tangente, comptée sur une droite passant 
par le point fixe (courbe de poursuite) {voir n** 13). 

15. Soient R le rayon de courbure d'une courbe et ^ l'angle qu'il 



284 CRAPITRB V. 

fait avec un axe fixe; trouver une courbe, telle que 

si R = rt cosm ( - — P ), la courbe est une épicycloïde {voir n" 13). 

(Tisserand, Exercices.) 

16. Soient s Tare d'une courbe, a l'angle que la tangente fait avec 
l'axe des x : déterminer cette courbe sachant que 

F(a, s) = o; 

s = aoL donne un cercle, .ç = a tanga donne une chaînetle, 

s — acosniT. 

donne une épicycloïde (voir n" 13). (Tisserand.) 

17. Trouver une courbe telle qu'entre son rayon de courbure H 
ei celui de sa développée R' il existe la relation (voir n" 13) 

^ R^2 _ 

on doit trouver une épicycloïde. (Tisserand.) 

18. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel à la distance d'un point fixe à la tangente (votm** 13 t. 

19. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel au carré de la distance d'un point fixe à la tangente 
{voir n** 13). 

20. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
quadruple de la normale. 

21. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure/? soit 

une fonction du rayon vecteur r. 

r dr 
On s'appuiera sur la formule p = —^ — > où/? est la perpendiculaire 

menée de l'origine sur la tangente. 

22. Trouver une courbe dans laquelle le rayon de courbure soit 
proportionnel au rayon vecteur {voir l'exercice précédent). 



23. Intégrer 
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2i. L'équation 

d^y ^ ^ 

fz dx 

s'intègre en posant y = e^" ; elle devient alors 

dz , A 

dx (a -h 2bx -7- cx^)^' 

on en a une solution 

b -¥- k -¥- ex 

z = 



a -+- ibx -r- ex* 



ou 



k = \'b^ — ac -h A. 
(LiouviLLE, son Journal, i^' série, t. ÎX.) 



âo. L'équation 



d^y m -4- 1 / dy ^ 



dx^ m H- 2 



(i)'=(''"'^*^-^<^> 



2 



peut s'intégrer par des quadratures, m, a, bj c étant des constantes 

26. Déterminer une courbe telle que, si l'on forme sa transformée 
par rayons vecteurs réciproques par rapport à un point O, son rayon 
de courbure en M et le rayon de courbure de sa transformée au point 
correspondant M' aient un rapport constant (Concours de Licence, 
octobre 1875). 

27. Si y =f{x) est une intégrale de Tcqualion 

sera aussi une intégrale, a, b, c désignant des constantes arbitraires. 
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CHAPITRE VI. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. 



I. — Équations simnltanées du premier ordre. 

Un système d'équations simultanées du premier ordre peut 
toujours être, théoriquement au moins, résolu par rapport 
aux dérivées des fonctions inconnues Xty Xi^ . . ., a:,| prises 
par rapport à la variable indépendante x\ il peut alors être 
présenté sous la forme 

{ \ ^ — f ^^2 — f ^-^^ _ /• 

f\'>fi'^ ' ' '•> fn désignant des fonctions de ^i, X2, . . . , :r/i el 
X, Rien n'empêche de poser, et cela d'une infinité de 
manières, 

X,, Xo, ..., X,| désignant des fonctions de x^^ x^^ ..., 
Xfi^ Xf dont l'une, par exemple X, peut être supposée égale 
à un ; les équations (i) prennent alors la forme plus symétrique 

, dx _ dx\ _ _ dxn 

\*') "y" — "v — * ' * — ~v ' 

A A| Art 

Parfois les équations simultanées du premier ordre affectent 
une forme moins simple; en combinant, en effet, les équa- 
tions (2) par voie d'addition, on peut les mettre sous la forme 

/ Pi dx^ -4- P2 dx^ H- ... -h ï*rt dxn -\-\^ dx — o, 

(i) , 

( Qif^a^i-i- Q8t/:r2-h. . .-h Q,i</Xrt-i- (\dx = 0, 
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Pi, P2, • • • , Qi, Qa» • • • désignant toujours des fonctions de 

Nous rappellerons que les systèmes équivalents, (i), (2) ou 
(3), admettent en général une solution (p. \'x) renfermant n 
constantes arbitraires ; ces constantes sont les valeurs que Ton 
peut attribuer, arbitrairement à x^y x^, . . ., Xn^ pour une 
valeur arbitraire de x^ auxquelles on donne quelquefois le 
nom de valeurs initiales des inconnues X\^ x^, . . . , ^r^. 

Les solutions des équations (1), (2) ou (3) se présentent 
parfois sous la forme 

I^m( ^1 » ^ï» • • • j ^n^ ^y ''l» Cj, , . . , C/i ) = O, 
112(^1, ^ii • • • > ^m ^j ^1» ^2i • • • î C/i) = O. 

df C2, » . •, Cn désignant des constantes arbitraires, qui natu- 
rellement dépendant des valeurs initiales des inconnues. 
Pour que ces constantes puissent être considérées comme 
distinctes, il faut que Ton puisse les choisir de telle sorte que 
pour :r = x^ par exemple, x^ étant arbitraire, on puisse tirer 
des équations (4)? solutions de (i), des valeurs données arbi- 
trairement à l'avance pour Xi, X2, . . • , x,,. 

Les équations (4) constituent V intégrale générale du 
système (i). Indépendamment de celte solution, le système 
(i) peut, comme on Ta vu, admettre des intégrales singu- 
lières. 

Rappelons encore que, si l'on résout, théoriquement au 
moins, les équations (4) par rapport aux constantes, chacune 
des équations ainsi obtenues 

sera ce que Ton appelle une intégrale du système (i). On a 
vu (p. i5) que la condition nécessaire et suffisante pour 
que (f = c soit une intégrale du système (i) est que cp soit 
une solution de l'équation aux dérivées partielles 

do do <)o 

~^ — "^ J\ ~\ — H- . . . ~T- J n ~; ^^ ^ 
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OU 

ce qui peut permettre quelquefois de découvrir des intégrales 
du système (i). 

Enfin, pour terminer ces généralités, disons que Ton appelle 
encore intégrale du système (i) toute équation que l'on peut 
supposer déduite de la solution générale (4) et qui ne ren- 
ferme qu'une seule constante arbitraire. 



II. — Facteurs d'intégrabilité. 

On ne sait intégrer qu'un très petit nombre d'équations 
différentielles simultanées. Nous signalerons quelques procé- 
dés généraux, qui malgré leur peu de puissance peuvent 
rendre des services au calculateur. 

Voici, par exemple, un théorème remarquable dont nous 
ferons usage un peu plus tard : 

Théorème. — Soit 

IPidxi-i- P^dXf-h. . .-{-Pfidxn, ou A=o, 
Qidxi-^Qtdxi-h. . .-i-Q„dxn, ou B=o, 

an système de n — i équations différentielles entre n 
variables X\ , X2, . • • , Xn, les lettres P| , P2, . . . , Qi , Q2, . . . 
désignant des fonctions quelconques de ces variables; 
il existe n — i systèmes de facteurs X, [x, . . . , tels que 
AX H- BijL -+-. . . soit une différentielle exacte df, en sorte 
que, si l'on peut connaître l'un de ces systèmes ^ de do = o, 
conséquence de {i)j on déduira immédiatement l'intégrale 
c5 = const. 

Soient, en effet. 
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les intégrales de (i); C|, Cs, • • • désignant des conslantes, on 



en tire 

■T — axi -f- -T — ûuTj -h ... 4- -, — axn = o, 

(3) { d^i d^i doi 

~ — axi -+- - — aXi -h ... -h - — cCXfi = o, 

OXi OXi OXfi 
» 

et ces équations doivent être identiques (i), c'est-à-dire four- 
nir pour les mêmes valeurs de ^i, x^^ ..., Xn les mêmes 

valeurs de -t-^> -t-^> • • • ; les formules (3) doivent donc être 

des combinaisons linéaires des formules (i), et, par suite, on 
peut poser 

~ dXi H- -r^~ dXi H- . . . + -r-^ dXn = A A -h UL B + . . . , 

âxi dxi dxn 

A, [jL, ... désignant des facteurs convenablement choisis. 
Cette équation est de la forme 

rf«p = Xâ -i- [J.B -h. .. ; 

les formules (i) multipliées par des facteurs convenables et 
ajoutées doivent donc fournir des différentielles exactes. Il 
est clair d'ailleurs qu'il doit exister n — i systèmes de facteurs 
simultanés donnant n différentielles exactes qui, intégrées, 
fournissent les n intégrales du problème. 

Il y a plus, soient X|, |X|, V|, . . . le système de facteurs 
qui réduit AX| + B[X| -+-. . . à la différentielle rfcp,; Xj, [Xa, ... 
le système de facteurs qui réduit A Aj -h B [Xj -f- . . . à la diffé- 
rentielle rftp2, . . . , de telle sorte que 

soient les intégrales du système (i). Il existera une infinité 
d'autres systèmes de facteurs d'intégrabilité; en effet, soit 

^(?*î ?2> • • • ) ?/i-0 ^^^ fonction quelconque de «jj^, '^2, • • • ; 
l'expression 

L. — Traité d* Analyse, V, 19 
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sera une diflerentielle exacte, et, par suite^ il en sera de 
même de 






ou de 



L ^?i <^?î J L ^?i ^?î J 

on a donc un nouveau système de facteurs. 

Quoiqu'il soit impossible de donner des règles pour la 
recherche des facteurs d'intégrabilité, il suffit souvent de 
savoir que ces facteurs existent pour en découvrir, à simple 
vue, quelques-uns. 



III. — Équations linéaires simultanées. 

Des équations simultanées sont linéaires quand les incon- 
nues et leurs dérivées n'y entrent qu'au premier degré. La 
forme la plus générale d'un tel système est évidemment 

^ -+- Pi a; -f- Q, ^ -^. . . -f- Ri -5 = S,, 
dy 



dz 

-^ -hP„a7-HQ„7-f-...-4-R„^ = S„, 

où Pi , Pa, . • . , Qo Q2Î • • • î S| , Sa, . . . sont fonctions de / 
seul. Pour les intégrer, multiplions chacune de ces équations, 
à l'exception de la première, par des facteurs |jl, . . . , v et 
ajoutons-les; nous aurons 

d^ dy dz .^ -. ^ _ ^ 

■^-^l^-57-...-Hv^+a7(Pi4-P,lx + ...-^P„v) 



-h-s(Ri-+-RjiJL-i-...-h R„v) 

— (Si -4- Sj {X -f-. . .-f- SrtV) = o. 
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Si nous posons alors 

Pl-+- P, |J.-4-...-t-P«v =/>, 
(2) { Qi-+-QîIX4-...-hQ„V =:^, 



Si H- Sj fJL -+-. . .-h S,|V = J. 

L'équation précédente deviendra 

du d\x d^f 

et, en remplaçant x par sa valeur déduite de (2), 
du duL é/v , 

c'est-à-dire 



'di 



^„-.-^(^J-f-;,t.-^)_...^^(g+^v-r) = o. 



Maintenant, profitant de l'indétermination de [i, ..., v, 
posons 

du. i/v 

(3) -^j-^Pl^ — Ç^o, ..., — 4-^v — r = o; 

nous aurons 

ou 

a = c--^P«" I se^P^^dt, 

Les équations (3) feront connaître les n — i facteurs [a, v, . • . , 
et, par suite, on connaîtra u\ n systèmes de facteurs [x, . . . , v 
feront connaître n valeurs de u et les formules (2) donneront 
n équations de la forme 

^ "^ X^^y''^ . . .-h vj-s = M], 
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d'où Ton conclura x^y^ . . . , .s. Mais les équations (3) seroni, 
en général, difficiles à intégrer; elles sont du second degré 
en [jL, .... V et simultanées : toutefois on n'a besoin d'en con* 
naître que n solutions isolées. La méthode que nous venons 
d'indiquer, due à d'Alembert, est plus curieuse qu'utile; elle 
réussit cependant assez bien dans le cas où le système (1) se 
compose de deux équations; on n'a alors qu'un seul facteur 
à déterminer : le système se réduit alors à 

équation que Ton sait intégrer quand on en a une solution 

(p. 62). 

IV. — Équations linéaires à coefficients constants. 

Lorsque les équations linéaires données sont à coefficieDls 
constants et homogènes, par rapport aux dérivées et aux 
inconnues, il n'est pas nécessaire d'avoir recours à la méthode 
de d'Alerabert pour les intégrer. 

Considérons, par exemple^ les équations à coefficients con- 
stants aij 

— = an a^in- ait XjH-. . .-f- airtX,,, 

dxi 
. / -^~ = a,iar,-+- aji ^2 -i ...-+- a2„a:,i, 



dx 

-j^ = a«i Xi H-- a^Xi -¥•. ..-h a„nr„ ; 

pour les intégrer, on posera, y et 5 désignant des constantes, 

(2) a:, = Yie*', J'ï=Yî«*'i -M ^/i = Y«^"^ 

les équations (i) deviendront alors 

I («11 — ■ï)Yi-+-«tîYî-+-----^«i«Y/* =0» 

^^ ) - 

««1 Yi -+- ««îYî -^- • •-^- («rt/» — *)Y« = »> 
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Cl, SI l'on peul y satisfaire, on aura des solutions de (i). Or on 
les résoudra en calculant d'abord s au raojen de l'équation 
obtenue en éliminant les quantités ^i, Va» • • •? Y/o ^ savoir 



(4) 



«11 — 


s 


«lï 


• • • 


«1/* 


aji 




ajî -- s 


• ■ ■ 


«trt 


«/Il 




Cl,tl 


• • • 


«/!« — 



= o, 



que nous représenterons aussi par S = o. Cette équation 
aura ordinairement ses racines distinctes : en les appelant 
^1,^2, . . . , 5«, chacune d'elles, portée dans les formules (3), 
permettra de calculer les rapports yi I Y2 1 Ys • • • • • Y» î l'une 
de ces quantités sera donc arbitraire ; chaque racine 5 de S == o 
fournira donc une solution des équations (1) renfermant une 
constante arbitraire, et, en ajoutant les solutions ainsi trou- 
vées, on aura l'intégrale générale cherchée; ainsi x^^x^, ... 
sont de la forme 



les y/y désignant des constantes dont n sont arbitraires. 

Mais notre théorie est sujette à des restrictions. Deux choses 
pourront la faire tomber en défaut : i" Téquation S = o 
pourrait avoir des racines égales ; alors, s n'ayant plus n va- 
leurs, on n'aura plus n systèmes de valeurs pour les quan- 
tités -^ij) 2° il pourrait arriver que les équations donnant 
les y/y, à savoir les équations (3), fussent indéterminées et 
il semble que l'intégrale puisse contenir plus de n constantes 
arbitraires; mais ce fait seul, par son absurdité, laisse à 
penser que l'équation S = o devra avoir des racines mul- 
tiples : c'est ce que l'on va vérifier. Si les équations (3) sont 
indéterminées, examinons le cas le plus simple, celui où 
tous les mineurs du premier ordre de S sont nuls, sans que 
tous ceux du second le soient; nous aurons 

rfS dS d(au — s) dS dufj 



ds ^(«11 — s) ds "' ôaij ds 



• » 
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c'est-à-dire 

dS dS dS dS 



(5) 



ds d{aii—s) à{aii — s) "' à{ann—s)' 



il en résulte que -j- est nul, puisque tous ses termes le sont, 

donc S =rr o a une racine double. On verrait de même que, 
si rindélermination des formules (3) était plus grande et que 
les déterminants du second ordre de S fussent nuls, S = o 
aurait une racine triple, etc. ; cela revient à dire que si deux, 
trois, etc., des quantités y^, Y2, ..., ^/i sont arbitraires, 
deux, trois, etc., racines de S = deviennent égales : il n'v 
a donc pas à craindre qu'il s'introduise trop de constantes 
arbitraires dans la solution. 

Mais il pourra très bien arriver que Ton ait -7- = o, sans 

que les déterminants mineurs de S soient tous nuls : notre 
méthode tombera alors en défaut; je dois faire observer seu- 
lement que, si le déterminant S est symétrique, c'est-à-dire 
si aij= aji, elle ne tombera pas en défaut. Dans ce cas, en 
effet, on a vu (p. 288, 1. 1) que, si l'équation (4) a des racines 
doubles, les mineurs de S sont nuls, etc. 

Supposons S racine d'ordre de multiplicité A de S = o, on 
trouvera comme il suit k solutions distinctes de (i) : en posant 
toujours 

les équations (3) donneront si Ton veut, .en écrivant- — au 
lieu de > 

()S ÔS dS 

^»=S^' ^^'^à^,' "" ^"^ô^n' 

mais on a identiquement 

= c*'r(a,, — *) Y, -i-a,2Yï -+-... -+-«i«Y/i] 

= e'M(a„ — 5) — H-aij -— - _h. . .-+- a,„ — — > 
1. ^(U\ Ouii àamj 
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c'esl-à-dire 



Difleren lions ces idéalités A* — i fois par rapport à s : nous 
aurons, en général, 

«« 5JJ (Y. «") + ... -^^^=0. 



5 étant racine d'ordre A* de S = o, on voit que S, S', . . . , 
S*"* sont nuls et que non seulement 

a?i=Yi«"» ^l = VîC*^ .-.1 ^/i=Y««'' 
seront solutions de (i), mais qu'il en sera de même de 

' as' Os* ^ Os* 

pour £ == 1 , 2, 3, . . . , A* — I . Nous indiquerons tout à Theure 
une méthode générale due à Cauchy applicable à tous les cas 
(Voir un Mémoire de M. Sauvage, Journal de Mathéma- 
tiques pures et appliquées, 3® série, t. X ) 



V. — Extension aux équations d'ordre supérieur. 

La méthode précédente s'applique encore aux équations 
d'ordre supérieur, soit directement, soit en les remplaçant par 
des équations du premier ordre; considérons, par exemple, 
les équations 

d^x _ i d^y _ , 
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on les ramène au premier ordre en posanl 



dx , 


dx' 

dt -''^' 


dt -^' 


^y- - kx 
dt -'"'■ 



Mais il vaut mieux poser immédiatement 

X = k e-f '» j^ = B c*' ; 

on aura alors, en portant ces valeurs dans les équations pro- 
posées 

A^^ — ArB =0, 

B5Î — A:A =0; 
Télimination de A et B donne 5* — A** = o, ou 

on en conclut les solutions 

X = Ae'»^ -t- Ai g-'v'Â ^_ a, cos< ^k -4- Aj sin t \/Â% 
y = Ae'*^* -h A,e-'^^ — A, cos^ />t — A3 sin« ^, 



VI. ~ Méthode de Cauchy. 

Cauchy a perfectionné la méthode précédente et il a donné 

des formules qui permettent d^intégrer immédiatement les 

équations 

dxx 



dt 

dxi 

(0 { ~dt 

dxn 
dt 



= a\xXi -\- aiiXz -H. . .-1- am x^ 
= «îia:*! -\-aiiXf -h. . .-h am^nj 



considérées tout à Pheure, surtout quand l'équation en 5, qu'il 
appelle V équation caractéristique, a des racines égales. 
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Soit 



F(5) = 



ait — * ^it 



«1/* 



««1 



Ct/il • • • ^«n ~~ * 



les solutions sont, en général, de la forme 

Xi = Al e^t 't -+- At e'» '«-+-... , 

5|, ^2, ... désignant les racines de F(5) = o; on peut donc 
écrire 



(2) 






a?, 



= r 



e,(5)c*' 



O F(5) 



portant ces valeurs dans (i), on voit que ces équations seront 
satisfaites si Ton a 



Cx F(5) 

r — ati6t-*-(.V — q«)Q» — . . . — fl^n^n 



c*^ = o, 
e^' = o, 



Pour satisfaire à ces dernières équations^ il suffit de poser 

(5 — aii)0,— aiiOj — .. .— ain^n — ^i^(s), 
— aji6iH-(5-" ajï)6î — . .. — «1/16/,= atF(5), 



ai, aj, ... désignant des constantes arbitraires. On tirera 
de ces équations des valeurs entières pour 0|, 62? • • •» ^« de 
la forme 

e2 = oj,(5)a,-+-«p„(5)a,-4-...-4-cpî«(5)a«, 



les polynômes '>fij{s) seront de degré n — 2 en ^, à l'exception 
des polynômes (pi/, où i=j\ qui seront de degrés n — i . 

Ainsi nous avons pour toutes les formes possibles de 
l'équation caractéristique des solutions des équations (i) 
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renfermant n constantes arbitraires a{. a2, ..., a^; car^ s 
restant indéterminé, les mineurs de F(^) ne sauraient être 
tous nuls. 

Il y a plus : pour / = o, x^^ x^^ . . . , ainsi déterminés, se 
réduisent précisément à a^, a2, . . . . En effet, (2) peuvent 



s'écrire 



• • 1 



P 011(5)2, -f-cp,î(j)aj-h... 
^1 = ^ F (7] ^''^ 

or, pour / = 0, 

P cpii(5)ai-hîp,2(5)a,-4-.. . 

^^ = 6 F(77 ' "*• 

mais, <pi2, »i3, - • • étant de degré n — 2, 

r îiî — r ?•' _ 

^^ p — o, ^ ^, _o, ..., 

et (pu étant de degré n — i, F,^ — sera égal au rapport 

des coefficients des termes des degrés les plus élevés dans cpi 1 
et F ; or ce rapport est un, donc x^ = a^ , pour ^ = o. 

c. Q. F. D. 

37, = I 1 es(t-t„) 

' « 

seraient des solutions de (i) se réduisant à ai, a2, • • . pour 

La même méthode peut également servir à intégrer des 
équations d'ordre supérieur sans qu'il soit nécessaire de les 
remplacer, comme on l'a montré au paragraphe précédent, 
par des équations du premier ordre. 

Considérons, par exemple, les équations suivantes 

(3) {^ = B'x^\y^ Bz, 
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OÙ A, A', A", R, B', B" désignent des constantes; posant 
j;== OiC*', j^= 626*^ ;; = 63^^'; x^y, z satisferont aux équa- 
tions (3) si Ton a 

/ (A — 5î)e,-,-B'6,-f-B'e3 = o, 
(1) I B''6,^(A'-5»)8,-t-BÔ3 =0, 

( B'ei-f-Bej-r-(A'— 5«)63 =0; 

A* sera déterminé par Téquation caractéristique du sixième 
degré 

F(5)= 5« — (A -^ A'-f- A')5^ 

H-(AA'-^A'A'-t-A'A- B«— Rt _ B'i)5» — A = o, 

A désignant le déterminant des coefficients de x, y, z dans 
les seconds membres de (3), et ôi, 6^, 63 seront alors déter- 
minés par les équations (4)* Mais on peut aussi satisfaire aux 
équations (3) en prenant 

0|9 Oj, O3 étant déduits non plus de (4); mais de 

(A-5ï)e,(5-)--B''e,(5)+B'Ô3(5) = (a,5H-?,)F(5), 

B-e,(j)H-(A'— ^')ej(j)-+-B03(O ^(a,5H-p2)F(*), 
B'e,(^)-T-BO,(^)-l-(A'— ^*)Ô,(^.) ^{%,s-^'^i)F(s)] 

on tire de là, pour 6| , O2, 63, des valeurs qui sont entièrcLS en s : 
par exemple 

^i{s) est du quatrième degré, o^ et cp^ sont seulement du 
second degré; donc la valeur de x se réduira à 

C^ F{s) 

et, pour ^ = o, à 

P («i^- i -?i)?(-0 



300 CHAPITRE VI. 



Le coefQcienl de x^ dans 'f (*) est i , îl n'y a pas de terme en 

dx 
di 



a:', donc x se réduira à %x pour t =0, -rr est égal à 



p (gl5^-4-Pi5)g^^cpt(5) ^ 
C^ F(5) " 

donc, pour x = o, il se réduit à ^1, etc. Le choix des coeffi- 
cients A, B, ... permettra de vérifier les résultats pour le 
cas où F (s) a des racines multiples. 



VIL — Équations linéaires non homogènes. 

Occupons-nous maintenant des équations linéaires par 
rapport aux fonctions inconnues et leurs dérivées mais non 
homogènes; elles peuvent se ramener à la forme 



Nous supposerons que l'on soit parvenu à trouvera solutions 
distinctes de ces équations dans l'hypothèse où 

/i(0=/î(0 = -.-=o; 
soient 

(a) J , ..-, , 

( ^1 = 3?i«, X^ = arjrt, . . . , Xn= Xnn 

ces solutions; soient A», A2, ..., A« des constantes arbi- 
traires ; 



/3\ ; a"j = Ai3?ji 






\ a*/, = \iXnx-\- kiXn%-¥ . . .-t- A;,a7 



n» 



/ 
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constitueront une nouvelle solution qui sera évidemment la 
solution générale, puisqu'elle contiendra n constantes A|, 
A2, . . ., Art. Pour que les solutions (2) soient distinctes et 
que (3) soit réellement la solution la plus générale, il faut 
que, pour ^ = ^®, j?«, x^^ • • • puissent être choisis arbitrai- 
rement par un choix convenable des A; c'est ce qui aura lieu 
en vertu des formules (3), si le déterminant 



2 



dl X\ 1 iFj j . . . J? 



nn 



est différent de zéro pour e= ^°, ce que nous supposerons. 
Appliquons la méthode de la variation des constantes et 
essayons de satisfaire aux équations (i) à l'aide des for- 
mules (3), mais, en y supposant les quantités A fonctions 
de /, nous aurons 

dkn 
- . . . -h a?! tt -—t: ■ y 



dxx 
dt 


\ — ; 


A, 


dxx\ 
dt 


H-.. 


..H- 


A,. 


dxxn 
dt 


-^^w 


d\x 

dt 


dXn 

dt 




A, 


dXn\ 

dt 


-4-. 


• • 1 


A« 


dXnn 

dt 


•^ X,i\ 


d\i 
dt 



^nn 



dkn 
dt 



En portant ces valeurs et les valeurs (3) de Xi, ^Tj, . . . , Xny 
dans(i), celles-ci deviennent, en observant que les xij sont 
des solutions dans l'hypothèse /< = o, /o = o, ...,/„ ^ o, 



(î) 





-/.(')> 


rfA, dS.„ 


-/«^0; 



de ces formules on lire -^> -7^» •••» puisque le détermi- 
nant ^l^^ti ^12 ••• ^nn n'est pas nul, et la solution 

s'achève par les quadratures. 

Lorsque les coefficients aij se réduisent à des constantes, 
nous avons vu que l'on trouvait facilement des solutions par- 
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ticuiière^ daos rhvpolhèse y, =yi = — =o; la méthode 
précédente «era donc toujours applicable à ce cas. 
Dans le cas où les a/y sont constants et où 

nous avons trouvé avec Cauchy au paragraphe antéprécédent 

X, = ^ -^ —p ^ t"-'j. 



Si maintenant, en supposant ai, a2, ... fonctions de /, on 
essaye de satisfaire aux équations (i), on trouve, en appli- 

quant la méthode de la variation des constantes, que a, = —rj-y 

a^, ... doivent satisfaire aux équations 



On satisfait à ces formules en prenant pour les dérivées a^ les 
valeurs 



car elles se réduiront, en observant que cp/y (5) quand i^j esi 
do dof^n^ inférieur de deux unités à F (5), à 

ou i\ des idenlilés. On aura donc 

a, — — / c-*^l*-'«^/i(îJL)c/;A-hconsi., 






aj — — / e-* 1*-'*'/i(ul)€/«jh- const., 
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et, par suite, les solutions du système (i) sont 

•0 

Pour t = Iqj ces solutions se réduisent à zéro*, pour avoir des 
solutions se réduisant pour t = to k oLi, a.2, . . . , il suffira d'y 
ajouter les solutions qui se réduiraient à ces quantités pour 
y*! =y2 =. . .= o. Ainsi ces solutions seront 



VIII. — Autre manière de résoudre la question. 

Pour intégrer le système 

-^ =«11371 -H. ..-i-airtX;, -h /i, 

/ V y -ITT = «îl^l -i-.. .-T-«î/I^rt -^/l, 

••.. .....I 

dxn 



dt 



— ^n\X\ -h . . . -+- Clfin^n ~^Jn 



déjà considéré, on peut encore employer une autre méthode 
qui laisse une certaine latitude au calculateur : elle consiste 
à chercher les multiplicateurs du système (i). A cet effet, 
multiplions la première équation par X^ , la seconde par X2 et 
ajoutons : nous aurons 

l Al û^iTi -h Ajfl?:r2 -h. . . 
^j '^'kndXn — dt[{aiiXi-h,.,-^ain^n-^fl)^l'^*'-] = 0. 
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Pour que le premier membre de cette équation soit une diffé- 
rentielle exacte, il faut et il suffit que l'on ait 

àxj ~~ dxi 

on satisfera à ces équations en supposant les facteurs \ fonc- 
tions de la seule variable t et en les déterminant par le moyen 
des formules 

-^ -4- «11 Xi -1- a2i Xj -i- . . . -t- «rti X„ = o, 

(3) { d\\ ^ ^ ^ 

-j- -f- «11 Ai -h «îj At H- . . . -h an\ A« = o, 



ces équations sont linéaires et homogènes. Il suffit, pour pou- 
voir trouver une intégrale de (i), d'avoir une intégrale parti- 
culière de (3); il y a plus, même en supposant /i, f^y . . . 
nuls, on peut à l'intégration des équations (i) substituer celle 
des équations (3) qui peut être plus facile. 

Lorsque f^ =/2 = . . . = o, il est bon d'observer que de 
(i) et (3) on tire 

Xi dx\ -h X2 dx% -H . . . "H- X| rfXj -f- Xx (*kt -+-... = o 

et, par suite, 

Xi^Ti-T-Xja^j -h. . .-+- Xn^n = consl., 

ce qui est une intégrale du système (i), (3). 

IX. — Sur un système à trois fonctions inconnues. 

Lorsque l'on rencontre des systèmes d'équations de la 

forme 

dxi ^ri 

où les Oij désignent des quantités constantes, on réussit quel- 
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quefois à les intégrer en prenant pour Xt, ^21 • • • ^^^ fonc- 
tions doublement périodiques de t de mêmes périodes. 

Considérons, par exemple, le système suivant que Ton ren- 
contre dans la théorie du mouvement des corps solides 



(>) 



dr 
dt 


= «7-» 


dy 
dt 


= 3^5, 


dz 
dt 


- T^J'^ 



a, [î, Y désignant trois constantes. On intègre ce système, en 
prenant pour Xy y, z des expressions de la forme 

ar = A sn(^/ -+- h)^ 
y- Bcn(^/-+- A), 
z - Gdn(^/-H/j), 

A, B, C, gy h désignant des constantes, ainsi que le module 
k des fonctions elliptiques. Nous aurons (t. IV, p. 198) 

— =z \ g ctï{gt -\- h) éï\(f-t -^ h), 
dy 

dz 

en portant ces valeurs dans (i), ce système sera évidemment 
satisfait, si l'on détermine les constantes A, B, C au moyen 
des équations 

on aura donc la solution générale 



et 

O 



y= — ^cn(^/-T-/i), 
o 



-]-dn(^/-A); 



L. — Traité d'Analyte. V. ao 



3o6 CHAPITRB VI. 

les trois constantes d'intégration sont g^ A, k. Sous une autre 
forme, les intégrales seront, A, B, G étant déterminées par 
les équations (2), 









-k'{gt + h) = 



/' Brfx 
7(B'-^')(B'-g^'J 
/* Cdz 



S - ■=■>) 



X. — Intégration de quelques systèmes. 

]" Les équations 

dx dy 



se ramènent aux équations linéaires en égalant cette suite de 
rapports à dt^ ce qui donne 

dx 

— =r ax -4- hy -^ . . . -f- a, ... ; 

1 suffit d'éliminer t entre les intégrales du nouveau système 
pour obtenir celles de Tancien. 

2^ Les équations que l'on obtient en écrivant que le rayon 
de courbure d'une courbe plane est une fonction /(5) de l'arc 
s sont 

(ë)'*(S^)'-/<-). 

on les intègre en posant -^ = cos«, ~ = sine, et par suite 
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d^x ' , di d* y , di « 

et 

ar = / cos I rf*, y = I sin « rfj. 
3^ Les équations suivantes 

(S)"-(S)'-(S)'-x(... 

s'intègrent dès que Ton en connaît une solution, ^i, j'i, Zi^ 
En effet, si l'on effectue une transformation de coordonnées 

[ X = axi ■+- hyx -f- c^i, 
(w) < ^=a'ari-H6>i-+-c'Z|, 

a^ b,c^ . . . désignant les neuf cosinus réductibles à trois, on 
trouve que 

x^-\-y^-^ z* = x]-^y]-h z]j 

que 
et que 

ar"« -4-y • -f- -s'* = a?*;» -+- y;* + ^v . 

Les formules ((o) sont donc des solutions plus générales du 
sj^stème proposé : ce sont les plus générales, car l'élimination 
de j^ et X conduit à une équation en z du troisième ordre, et 
les solutions (co) renferment trois constantes arbitraires. 

Comme application, cherchons une courbe dont le rayon 
de courbure et le rayon de torsion soient constants. Les 
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équations du problème sont 

a;'* -^y^ -h^'* = const., 
^if/j _^y"î _+. ^'"i = consl., 

les dérivées des coordonnées j?, y^ z étant prises par rapport 
à l'arc. Uhélice satisfait à ces équations; donc Thélice trans- 
portée d'une manière quelconque dans l'espace est la solution 
la plus générale. 

Les équations d'une courbe tracée sur la sphère de rayon a 
et dont le rayon de courbure reste constant sont 

or"* -h JK** -H -5** = consl. , 
et Ton en conclut que le cercle seul satisfait à la question. 

XI. — Solution directe de deux problèmes résolus précédemment. 

Problème I. — Trouver une courbe dont le rayon de 
courbure et le rayon de torsion soient constants. 

Les équations du problème sont 

(a) a:'2 -^y« -+->5'« =«*, 

les accents désignant des dérivées relatives à l'arc s. De (i) 
on tire 

(4) x'x'-^yy-^z'z'^o; 

puis, en différcnliant et en tenant compte de (2), 

(5) xx-t-yy-i-zz=^ — a^ \ 
en différentianl(2), on a 

(6) afx"'-^y'y-\-z''z'^ — o\ 
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de (4) et (6) on tire 

H - m 

X Y z a 



y'z"'- z'f z'x'" - x'z" x'y - yx'" /bTI^r^^ 



ou, en appelant^ la conslanle 



a 



/a» -H b* 



d'où Ton tire 



x^=--giyz'"-zy), 
y=g{z'x'"-^x';:r\ 
z'^gix'y-yx^)] 

y==g(z'x'^x'z')-^^, 
z'= gix'y-^yx')-^^, 

a, ^, Y désignant des constantes. On en conclut, en multipliant 
la première par x' ^ la seconde par j/, la troisième par z'^ 

(7) s=y.x -^^y '\--{Z, 

sans ajouter de constante, ce qui revient à choisir convena- 
blement Forigine des arcs. Posons 

Tj == 7!X -t- P> -h y'^, 

a, ^, Y, ... désignant les neuf cosinus de la transformation 
des coordonnées. Rien n'empêche de supposer dans (7) que 
a, ^, Y sont trois cosinus : il suffit pour cela de remplacer s 
par ks^ k désignant une constante; a, p, y seront alors liés 
par la relation a^ + ^^ 4- y* = i ; mais alors (7) s'écrira 

(8) î = A-*, r:=k, c = o, 

et les formules (1) et (2) donneront 
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OU 

5't ^ Ti'î = I - A:*, 

1 1 

Si Ton fait alors $'= (i — k^y coscp, r/= (i — A-^)* sino, on a 

et enfin 

as , t rz ' ^* 



Ç'= y/i — /'«rtw — . Ti'= /i — ^*sin 



/r=T«' ' '^ /T^i^îtî 



En intégrant et en posant ^i — /:*= A, on a 

S = — sin -=- , T = cos -|- 5 Ç = A:* ; 

^ a h an 

S, T,, Ç sont, comme Ton voit, les coordonnées d'une hélice ; la 
courbe cherchée elle-même est donc aussi une hélice. 

Problème H. — Trouver sur ta sphère une courbe dont 
le rayon de courbure soit constant. 

Les équations du problème sont 

x't ^ yt ->^ z'i = 6«; 
en procédant comme tout à l'heure, on trouvera 

^' __ y _ ^' _ * 

yz — z'y "" z" X — x' z "" x'y — yx 



\/a^b^-[^^^y 



mais ^ xx'=i o, ^ xx"^= — V:r'2 = — i- on peut donc 
écrire, en désignant par g une constante, 

y=g{z''x—afz)y 
z'—g{afy—yx) 
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et, en intégrant, 

a, p, v désignant trois constantes; on en tire 

et Ton voit que la courbe cherchée est plane. 

XII. — Équations intrinsèques d'une courbe gauche. 

Des théories développées aux paragraphes précédents, il 
résulte qu'une courbe gauche est parfaitement déterminée 
de forme quand on se donne le rayon de courbure R et le 
rayon de torsion T en fonction de l'arc s\ ainsi les relations 

déterminent sans ambiguïté la forme de la courbe; on leur 
donne le nom Adéquations intrinsèques de la courbe. 

Pour établir celte proposition, il suffit d'observer que les 
équations ordinaires de la courbe s'obtiendront en intégrant 
les équations 



afi -h/"2 -h 5 



W2 



T*H« 




où x^ y, z désignent les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe et où les accents servent à représenter des 
dérivées relatives à s. Si l'on considère x\ y\ z' comme des 
inconnues et si X', Y', 7J désignent une solution du système 
(2), on a vu que la solution la plus générale était 

a:' = a X' H- 6 Y' -4- c Z', 

y = a'X'-4-A'Y'-i-c'Z', 
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a^ b, c, . . . désignant neuf cosinus directeurs d'une trans- 

formalion de coordonnées rectangulaires quelconques; on en 

tire 

X = aX-}-ôY-hcZ -T- xqj 

y = a'\ ->r- b'\ -h c'Z -h^'o, 

^o^yo} ^0 désignant trois constantes arbitraires. Ces équations 
sont les équations finies de la courbe cherchée : on voit que 
cette courbe est superposable à la courbe 

ce qui démontre notre théorème. 

Les équations intrinsèques d\ine courbe gauche seront 
surtout utiles à considérer quand on voudra étudier les pro- 
priétés intrinsèques de la courbe, c'est-à-dire les propriétés 
qui ne tiennent aucun compte des relations de la courbe 
avec le monde extérieur. 



XIII. — Théorème de Jacobi. 
Soient 

M /i(^, yi ^1 — ^', y, -=', . ..) = o, /î = o, /i=o 

des équations diflerentielles simultanées, 

(2) ©1(37, j^, .5, .. ., Ci, Cj, . ..) = 0, 92=0, Os=o, 

leurs intégrales, )',:;', . . désignant, pour abréger, ^-^, ^ , ... 

etC|,C2, . . . des constantes. Differenlions les formules (1) par 
rapport à Tune des constantes c : nous aurons 

ôy de Oz de 

I • . (^y dz 

ou bien, en posant -:- =z u^ ~ =z v^ . . . ^ 

Oy ôz Oy Oz * 
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celle équalion el ses analogues sont linéaires en u, (% ... ; 

u', v', ... ; leurs iiilégrales sont connues, ce sont les valeurs 

ddy dz 
iic de 

Application, — L'équation ^''=/'(jk) a pour intégrale 
générale 

^^ r dy , 

donc 

d^u 



^, -"/V)-o 



dv 

a pour intégrale — 



Vérijicalion. — En posant y = y, on a ^' = re-^ -j- c'e'^, 
cl // = e^ est une intégrale de 



d*u 

- w = o, 



dx^ 

ce que Ton savait. 



XIV. — Sur une équation étudiée par Jacobi. 

L'équation dont il s'agit est la suivante : 

i {xdj<—ydx){a -^hx-r-cy) 

\ — dy(a'-h b'x -h c'y)-r- dxia" -h b'x-r- c'y) = o. 

On a très simplement rattaché la solution de cette équation 
à celle des équations simultanées 

' du , 

-j- = au -f- op -+- Cil', 
at 

(2) \ -7- .-= a' u -^ b' V -\- c' iv, 

— — = a u-^ b'v ->r c w. 
dt 
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Ces équations sont faciles à intégrer. Posons 



H) 








X = 


: - > 
U 


nous aurons 












dx 
dt 


uds." 


dt 


vdu 


1 

«»' 


el, 


par suite, 











w 



dy _ M diX' — (f <T^/f I 
~di ~~ ê/« â» 



--n- — a' -^ b'x -^- c'y — x(a -h bx -^ cy)y 

dy 

-j~ = a'-\- b''x -hc''y — y (a -\-bx ■+■ cy)\ 

de ces deux équations on tire enfin, en multipliant la première 

//y dx 

par -—-, la seconde par -,- et en soustrayant, 

{x dy — y dx)(a -\- bx -+- cy) 

— dy{a'-h b'x-^c'y)-^dx(a''-hb''x-\-cy) = o. 

C'est précisément l'équation (i ) : pour intégrer cette équation , 
on commencera donc par intégrer les équations (2); leurs 
intégrales sont de la forme 

« -^ A c*' -4- B e^' -4- C e^'f, 
p = A, e*'-^ B, €*' -4- C, <?*•', 
w — Aj e^t -f- B, e''^ -f- Cj e*"'. ' 

5, 5', 5" sont racines d'une équation du troisième degré facile 
à former. Sur les trois constantes A, A,, A^, une seule est 

arbitraire; les rapports ~^f ,- sont déterminés; donc, dans 

X =^ , yr= -, il n'entrera plus que deux constantes arbi- 

traires. L'élimination de t fera encore disparaître une con- 
stante, comme il est facile de le prouver. En effet, 

_ Aje^ B, e*'' -+- C, e^'t __ A, -h B,^'-*''ji-^Gj^pf'j^ , 
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. If Al B| Q Cl At Bj û 

SI Ion pose ^ =«1, g- = pi, -^ =Yi, -^ = ^a,. -g = ps, 

-^ = Y2,-r = ?, X == T' ? ^^ Y seront arbitraires, a2, ^21 Y2» 

^1) ^i> Y< seront des constantes données. Si Ton fait de plus 
s' — s = (Ty s" — s = ^y on aura 

__ «1-+- Pi 3«<y'-^ YiY^^'' . __ a, -f- Ps P ^^' -^- YîT^^'. 

or on peut éliminer ye^'; en appelant a cette quantité, ^e^' 
sera^a^ et, après Télimination, il ne restera plus que la 

constante ^• 

M. Fouret a intégré l'équation 

L( X dy — y dx) — M dy -r N dx = o, 

dans laquelle L, M, N sont des fonctions homogènes de même 
degré, en posant 



t I 

x= ^y y=- 



ou encore en posant 



cosfi sin6 

x= , y = ; 

u u 



dans les deux cas, Téquation devient linéaire 



XV. — Équation intégrée par Lagrange. 

Proposons-nous de trouver la développante de la courbe 
qui a pour équation 

(I) P = ?(-). 

Appelons x, y les coordonnées d'un point de la développante 
et R le rayon du cercle osculateur de la courbe donnée : les 
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relations qui existent entre a, ^, x, y sont, outre Téqualion 
(i), les suivantes (p. 96, t. II) 

(2) ix-xY^ (^_3)î=Rî, 

(3) (^-5t) +/(>-?) =0, 

(4) ^-^y^-^y'iy-^) =0. 

L^équation difTérentielle de la développante s^obtienl en élimi- 
nant a et p entre (i), (3), (4) ou, si Ton veut, a, |3, R entre 
(1), (2), (3), (4) ou enfin a et R entre 

(6) (^ — a) -+-y[r — ?(«)] ^o. 

(7) n-y*H-y[r — ?(«)] =o- 

Or (6) est la dérivée de (5)> et (7) la dérivée de (6) prise en 
laissant a constant; donc la résultante ou Téquation de la 
développante 



(8) y-r 



y 



I ,i-+-y*\ 



doit avoir pour intégrale générale Téquation ( 5 ), et, par consé- 
quent, on doit conclure de là que les développantes cherchées 
constituent une solution singulière de Téquation (8) avec une 
seule constante arbitraire. 

Voici comment Lagrange intègre Téquation (8), dans son 
deuxième Mémoire sur les solutions particulières (IV*' Vol. de 
ses Œu\rres), 

Posons 

(9) ^-/-y- = »; 

il en résultera 



.'1 



(»o) 7-+- -^^^r^ ==?(«); 
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ces équations étant différentiées donnent 

dx — y dx — -^^ y d — -J—- = rfa, 

y dx -+- d — -J-— = <p'(a)rfa; 

en multipliant la seconde par jk' et en ajoutant, on a, réduc- 
tions faites, 

■ 

celte équation se décompose en deux 

(m) é/a=o et n-^'ç'(a) = 0. 

Examinons d'abord l'hypothèse rf a = o ou a = consl. : 
Téquation (lo) donne alors 

et, en intégrant, 

/[^ — ?(»)] -^- (^ -^- c) = o» 

c désignant une constante; mais, en vertu de (9) et (10), pour 
x = a, on a^= «>(«); donc c = — a, et Ton a 

ou, en intégrant et en appelant R une constante, 

l'intégrale générale de l'équation (8) est donc représentée 
par des cercles quelconques ayant leur centre sur la courbe 

? = ?(«). 
Examinons maintenant la seconde équation (11) 

si entre (9) et (10) on élimine y, on a 

a; — a -T-y [/ — ?(«)] = (> 
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OU bien 

/ — ç(a)-i- ^^ =0, 

c'esl-à-dire, en vertu de (12), 

j^ — o(a) — (07 — a)<p'(a) = o. 
Mais a est une fonction donnée de y\ on aura donc 

j^-*(y)-[^-o(y)]^(y)=o; 

cette équation est du premier ordre; son intégrale, facile à 
obtenir (p. 89 et suiv.), est Téquation des développantes 

de P = ç(a). 



EXERCICES ET NOTES. 



\. Intégrer le système 

dx dy du dv 

dt -^^ dt ' dt ' dt 

â. Intégrer le système 

z = xz-\-^(y\ V, ...), 



dy dz 

dans lequel on a posé y = 77* ' -2' = ;/~ ' ' * ' • 

3. Intégrer le système 

^ = a??,(a:', y, ...)H-?î(a/, y, ...)i 

« = arxi(^', y, ..•^-+-x«(^'>y» •••). 

> 

dans lequel y = -3^^ ^' — ~j~^ ' • ' ' 

4. Trouver une courbe dont la normale principale soit parallèle à 
un plan fixe (hélice). 

5. Trouver une courbe coupant les génératrices d'un cône droit à 
base circulaire sous un angle constant (hélice cylindro-conique). 

6. Trouver deux familles de courbes orthogonales, telles qu'en 
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leurs points de croisement le produit de leurs courbures soit con- 
stant, ou telles que leurs courbures soient égales. 

7. Trouver sur un ellipsoïde une courbe dont le rayon de cour- 
bure soit perpendiculaire au rayon vecteur issu du centre. (Faire 
usage des fonctions elliptiques.) 

8. Trouver sur un ellipsoïde une courbe telle que la projection de 
son rayon de courbure sur le plao tangent à la surface soit constante. 

9. Trouver une courbe qui coupe à angle droit toutes les sections 
normales d'un ellipsoïde passant par un point pris sur cette surface. 
( Cas où ce point est un sommet.) 

10. Intégrer le système 

dx __ dy ^ dz 

/ x' 

où T, X, Y, Z sont des fonctions linéaires de x, y y z. ( Poser 2:= — 9 









Jl. Si ^{x) et '^{x) sont des polynômes du second degré, 

dx __ dy 

\/?(-^)+(^) v/?(7)Kr) 

a pour intégrale 

= const. 

x—y 

(Laguerre, Bulletin de la Société philo mathique, 1870.) 
là. Intégrer le système 

J =^x^\t)->nyo'{t), 

{Concours de licence, 1874.) 
13. Intégrer 

dx _^ y dy __ x 

^ "" (^— r)*' dt '~ (x'^^Jï^' 

(Concours de licence, juillet 1875.) 
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il. Intégrer 

dy , dz j 

15. L'équation (a M -^-^'^){x dy — y dx) — }A dy-\'^ dx =o,dan$ 
laquelle a et p désignent des constantes et M, N des fonctions homo- 

gènesde même degré/?, a pourfacteurd'intégrabilité t-t^ — ^ • 

(FouRET, Comptes rendus, t. CIJ, p. îi8.) 



»<«•« 
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CHAPITRE VIL 

THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 



I. — Définitions. 



On appelle /raci/ow continue toute expression de la forme 



(.) *. ■ '^ 



*. "' 






limitée ou illimitée. Posons 



(2) Fï = .^ 



*. "' 



m * • 

bo -H F" est ce que Ton appelle la n*^*"® réduite de la fraction 
continue, ^^ -p^ " '^ IT^ ' " ^^^* Xa^ fractions intégrantes ^ 

Lorsque F^' tend vers une limite finie quand n croît indé- 
finiment, on dit que la fraction continue est convergente , 
et 60 -I- liniF^' est ce que l'on appelle sa valeur. Une fraction 
continue non convergente est divergente. 

60 4- F", F*, . . . , F* sont ce que Ton appelle, le premier, 
le second, . . , , le n*'-'"'' quotient complet. 

II. — Formation des réduites. 

La première réduite de la fraction (i), considérée au para- 
L. — Traité d'Analyse, V. ai 
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graphe précédent, est -^—^r^ — ^ ; la seconde est 

b\ bf -r- aj 

et l'on soupçonne déjà une loi de formation. Si Ton désigne, 
en général, par P^ le numérateur et par Q;, le dénominateur 
de la 71**'"® réduite, on est porté à écrire 

Q«-+-l Q/i^rt-4-1 -r- Q/* l^n-Hl 

Cette formule se vérifie bien facilement, en montrant que, 
si elle a lieu pour une valeur de n et pour toute valeur infé- 
rieure, elle aura lieu pour une valeur supérieure d'une unité. 
Pour démontrer cela, il suffit d'observer que l'on passe de 

"^^ à 7c^^ en changreant bn^-t en 6» . i 4- -r^^ ; on a donc, en 

admettant la formule (3), 



[n+1 



Q/i l ^/^4-l ■+- -^^ j -t- Qfl_i a„4-i 



ou 



la loi de formation se maintient donc pour l'indice n -+- i, et, 
comme cette loi se vérifie directement pour les indices i, !2, 
3, . . . , elle est générale. 
En résumé, on a 

Po = ^0, Qû = I 

P,= 6o6i-+-ai- Po^i-^ai, Qi = bu 

Pî=Pi6î-+-Poa„ Qi = Qi^'i^-Qo«*, 

Ps = Pj i^3 -+- Pi «3, Qa = Qj 6j -f- Oi oj, 



(0 



P/n-l = Pn^«-f-i-^- P«~-i^//+i> Q/i-»-t = Q/t^/n-i"-H Q«-iOrt-i-t- 
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Théorème I. — On a 
( 5 ) P„-H, Q„ — Q„H-i P„ = (— 1)« aj aj . . . a^^-i. 

En effet, en vertu de (4), on a 

P«H-lQi.--Qn+lP«= (P«6«-M-^ P«-ia«-Hl)Q« 

— ( Q« ^/t-Hl -f- Q/l-1 Ût/I-rl ) P« 
= (-l)a;,4-i(P«Qn-l-Q«P«-l) 
= (— I)« an^i 0/t(Pn-l Q«-J — Q/i-l P«-î ) 



= (— i)'»-»a„^ja„...a3(PîQi-QîP,). 



Mais PjQi — Q2Pi= — a^a^: la formule (5) est donc 
démontrée. 



Théorème II. — On a 



(6) 



P;, 



-»-l 



Pu _ (— i)^qia2...«w-n 



Qn-Hi Q» Qrt-HiQrt 

Cela résulte delà formule (5). 



III. — Conversion des fractions continues en série. 

Pour voir si une fraction continue est convergente, on la 
convertit en série comme il suit; conservant les notations des 
paragraphes précédents, on a 



rt-i-i 



/»-f-i 



i n P» P«-i 



Q»+t 
ou bien 



^ _^£i_j!» 



Q. 



P»ii _ Po , /Pi_ Po\ /P„-n P„\ 

c'est-à-dire, en vertu de (6), 



(7) 






= 6o-^- 



(— i)«aiai...a„+, ^ 



b, QiQ, Q,Q3 



Q«Q 



«-M 



la réduite de rang n -H i est donc la somme des n -+- i pre- 
miers termes d'une série : si cette série est convergente, la 
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fraction continue elle-même sera convergente. Voici quelques 
théorèmes que l'on peut en déduire : 

Si ûi ^ «2 = • • • = «^j «2^ désignant un nombre positif plus 
petit ou égal à un, et si 6], &21 • • • sont des nombres au moins 
égauxàTunité, la fraction continue sera convergente, car elle 
pourra être convertie en une série de la forme 

"t~ ô~ ~T- • • • ~^ TJ"" -T- . . . , 
I 02 D/, 

B|, B2, . • • étant des nombres croissants. 

En particulier, si ai = ^2 = •••== 1 ^ et si 61, b^^ . . . sont 
des nombres entiers positifs, la fraction continue sera con- 
vergente. 

On a fait servir réciproquement la formule (7) à la con- 
version des séries en fractions continues; nous laissons au 
lecteur le soin de développer cette théorie, dont l'utilité est 
contestable. 



lY. — Utilité des fractions continnes en Arithmétique. 

Les fractions continues dont les numérateurs sont égaux à 
l'unité et dont les dénominateurs sont entiers jouent un rôle 
important dans la théorie des nombres et dans la théorie des 
approximations numériques. 

Théorème I. — Tout nombre comme nsurab le ou incom- 
mensurable peut être développé en fraction continue dont 
les numérateurs sont l'unité, et dont les dénominateurs 
sont des entiers positifs. 

Le développement n'est possible que d'une seule ma- 
nière; il est limité pour les nombres commensurables, 
illimité pour les nombres incommensurables. 

En effet, appelons E(jc) le plus grand entier contenu dans x ; 
on a identiquement 
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y désignant un nombre inférieur à un, bien déterminé ; or ce 
nombre peut être représenté par — > x^ désignant un nombre 
supérieur à un. Ainsi l'on peut poser 



de même 






Xf ~ E(a:,)H , 

Xi 



Xf, x^j . . . désignant des nombres plus grands que un. Il en 

résulte 

I 



X = E(x) 



E(x,)-^ 

■ ■ 



X 



n 



Si Xfi est entier, la fraction continue s'arrête; si, quel que 
soit /î, jamais Xn n'est entier, la fraction continue se pro- 
longe indéfiniment et elle est convergente : x est alors incom- 
mensurable. Il est facile, en eiTet, de prouver que, si x est 

de la forme —jpetq étant deux entiers, le développement 

se termine; en effet, dans ce cas, l'un des nombres x„ sera 
le plus grand commun diviseur de p et q. On peut d'ailleurs 
généraliser ce théorème : 

Théorème II. — La fraction continue 

«1 



^t-r-, an 



m 

dans laquelle en valeur absolue on a toujours 
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«1, a^-i ..., èo ... étant entiers , est le développement 
d'un nombre incommensurable : ce théorème est soumis à 
une exception. 

En effet, appelons F, , F2, . . . , F„ les réduites successives : 

F| en valeur absolue est moindre que i ; comme -A est 

moindre que i et que a^ est entier, Fj sera encore moindre 
que I en valeur absolue : on verrait de même que 

I : 






donc Fj sera moindre que i et ainsi de suite. Cela ne veut 
pas dire que F,, n'aura pas pour limite un : mais, pour qu^il 
en fût ainsi, il faudrait que 



a. 






eût précisément pour limite i , et que é, = a< -f- 1, de même 
que le quotient complet suivant eût pour limite i et que 
èa =r «2 + ï j • • • • En supposant donc que l'on n'ait pas en 
valeur absolue 6| :r= a^ 4- 1 , fc^ = aj + i , . . . , la limite de la 
fraction considérée ne sera pas égale à i ; encore faudrait-îl 

h h h 

que Ton eût -- <:C o, - <; o, . . . , en supposant — <! o. Met- 
tons donc ce cas de côté, je dis que, si la fraction considérée 
est convergente, elle représentera un nombre incommensu- 
rable. 

Désignons, en effet, la valeur de la fraction par j-\ si cette 
valeur est commensurable, on pourra supposer A et B entiers 

et premiers entre eux. Désignons par j^ le second quotient 

complet; on aura 

B _ at 
A ~ . G' 
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d'où 

atk — btB^ C; 

on en conelut que C est entier : la troisième réduite pourra de 

même être représentée par ^ > D étant entier, et ainsi de suite. 

Si donc A et B sont entiers, on voit que l'on pourra trouver 
des nombres entiers A, B, C, D, . . . , indéfiniment décrois- 
sants, ce qui est absurde. 

Ce théorème sera utilisé plus loin dans diverses circon- 
stances. 

V. — Approximations nmnériqves. 
Si l'on considère la fraction continue 



bi 



àt-^. 



ba-T-, 



dans laquelle 6|, 60. • sont des entiers positifs, et que l'on 
désigne par ^> — ^, . . les réduites successives, on aura 
(p. SaS) 

P/1-f-iQ/t-Q/.+iPi. = (-!)«, 

Pn4-l _ Pn ^ J -.O". . 

donc : 

Théorème I. — La différence entre deux réduites con- 
sécutives tend vers zéro. 

Théorème II. — La fraction est toujours comprise entre 
deux réduites consécutives. 

En effet (p. SaB), son développement en série est 

Pi 1 I 



Qi QiQi Q1Q3 



• » 
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les termes de cette série sont alternativement positifs et néga- 
tifs et décroissants ; les sommes des deux premiers, . . . , des n 
premiers donnent la deuxième, la troisième, ... la n'*"** 
réduite; donc, etc. c. q. f. d. 

Théorème IIL — De toutes les fractions irréductibles 
approchant de la valeur de la fraction continue f les plus 
simples sont les réduites successives, 

P 
D'abord la réduite ^r ®st irréductible, car la formule 

montre que P,i et Q« ne sauraient avoir de diviseur commun, 
ce diviseur devant appartenir à P„4.| Q;, — Q/i+i P»- De plus, 
en appelant /la valeur de la fraction, on a, par exemple, 

la différence entre / et Tune des fractions réduites entre 
lesquelles elle est comprise est moindre que la différence de 

ces fractions ou que tc— 7c — • Soit — une fraction approchant 

^ Q/iQ/i+i q ^^ 

P P 
de f plus que ^r^ ou ""^^ : sa différence avec / devra être 

moindre que 7^-7^ — ; mais sa différence avec t~ devra être 

aussi moindre que rr-rr — • Or 



P 


P« P^n-q^n, 


9 


Q/. Qn^y ' 



pour que cette différence soit moindre que tz-fi — » il faut 

que q^ Q/i+i î la fraction — sera donc plus compliquée que 

P P • 

r— OU que pT*— » puisqu'elle aura un dénominateur plus grand 

que celui de chacune de ces fractions : le théorème se trouve 
donc démontré. 
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De là un moyen de se procurer les fractions les plus 
simples qui approchent d'un nombre donné commensurable 
ou incommensurable. 

Pour bien faire saisir Tutilité de la théorie qui précède, je 
citerai seulement un cas dans lequel elle est appliquée. Je 
suppose que Ton veuille que le rapport des vitesses de deux 
roues d'engrenage soit a : le rapport du nombre de dents de 
ces deux roues devra être a; si a est un nombre incommen- 
surable ou seulement une fraction irréductible de dénomina- 
teur très grand, il conviendra de remplacer a par une frac- 
tion irréductible s'approchant le plus possible de a\ cette 
fraction sera fournie par la théorie précédente. 

Application. — Le nombre it réduit en fraction continue 
est 

3-^ ^^— 



i5 



Les réduites successives sont les nombres bien connus 

2î 333 355 
7 106 ii3 



VL ~ Résolution de Téqnation indéterminée du premier degré. 

Supposons que a et 6 soient premiers entre eux : rédui- 
sons -T en supposant 6^ a en fraction continue; soit -^^ 

l'avant- dernière réduite; on aura, en observant que -r est la 

dernière, 

Pn-i6-Qn-ia = r^-i. 

Il résulte de là que, a et h étant deux nombres premiers 
entre eux^ il existe toujours des nombres entiers^ tels que 

ax -^ by — i. 
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Ceci posé, proposons-nous de résoudre en nombres entiers 
l'équation 

(i) aa7-h?j = Y. 

On peut supposer que l'on ait enlevé tous les facteurs com- 
muns à a, p, y; alors a et P, a et y, P et y ne sauraient avoir 
de facteurs communs ^ et il sera toujours possible de trouver 
des nombres x^ et^', tels que 

En prenant x=^^x\ y = "^y, on aura satisfait à l'équa- 
tion (i). Soit Xo^ yo une solution de (i) : on aura 

et, en retranchant de (i), 
ou 

En égalant ces rapports à ^, on a 

j7^iro-i-pf, y=yQ — ^t\ 

pour que x qI y soient entiers, il faut et il suffit que t soit 
entier; les fractions (2) ayant leurs dénominateurs premiers 
entre eux ne peuvent être égales qu'à cette condition. 

VII. — Antre application à TArithmétiqne. 

Nous avons montré (T. IV, p. 217) que, étant donnés deux 
nombres a, 6, il existait des entiers m et n satisfaisant à l'iné- 
galité 

am -r- bn < e. 

On peut trouver ces entiers assez simplement comme il suit : 
développons j en fraction continue, en prenant pour numéra- 
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teursdes fractions intégrantes Tunité et, pour dénominateurs, 

. P 
des entiers positifs. Soit j^ la réduite de rang /i, on aura, en 

valeur absolue, 



Q» 6 QnQ»-M 

et, par conséquent, 



«4-1 



or on peut toujours prendre n assez grand pour que Q/i+i 
satisfasse à l'inégalité 

b 



n-Hl 



et alors on aura a fortiori 

on satisfera donc à l'inégalité proposée, considérée en valeur 
absolue, en prenant 

/w = ~ Q/i, n = P„. 

VIII. — Développement d'une fonction rationnelle. 

Soient /(x) et /t{x) deux fonctions entières de x sans 
facteur commun, le degré de y* surpassant celui def ; soient 
oLt, 0L2, . . . , a,| les racines de /(x) = o. Divisons / par /i : 
soient Qi(^)le quotient et — /i le reste; divisons y< par/a • 
soient Q2(^) le quotient et — /^ le reste, etc. ; on aura 1 

I 

/ = /iQ.-/., /- = Qi-^-. I 

•••! t I 

I 

fn-i = fn-lQ.n-t — /m "r = Qn-l — -f — ■• 

//t-l Jn-\ \ 
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vil. 


On 


en conclu 


t la formule 




(") 




/. 




f Q, 








Q.-. 


'k. 



en posant ~-^ = Q„ ; /„ est une constante ; on voit ainsi que 
l'on peut toujours réduire une fonction rationnelle en frac- 
tion continue. 

Soient maintenant —t |^i ■■■ les réduites successives de 
la fraction continue (a) : on a d'abord les formules connues 
N, _ I 

I b,""Q;' 

\ N, _ Q, 

(3) ' D,-y,<J,-i' 





[ N,4.. = N/Q,+, - N,_, 




\ D/+, = D,Q,4.,-Di_, 


<4) 


Ni-H,D,--D,+,N,-^ [, 


et, en partie 


ulier, comme on a ^ = ^ : 




/D„-,-/,N„_,^.; 



9e, bien entendu, ç^wtftlfi n'ont pas defac- 
sans quoi l'on aurait /Dn., — /|N„_, ^ o, 
ie de l'élimination, 
en vertu de (4), 

N^ _ N/ _ i 
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OU, CD vertu de (6), 

/t _ N, I 1 I 

^7> 7 " bî ^ B7D7 "^ DTô; ■^•••^ D;,D„./ 

ce qui permet de calculer -y sans passer par les N/. 

Remarque. — Les fractions ~ sont irréductibles; cela 

résulte immédiatement de la formule (4)- 
On a, en vertu des formules (i), 

/■t=/,Qi-/, 



) 



on en déduit 

/» = (/iQ.-/)Qi-/i=/i(QtQ.-i) -/Qi, 

A = [/i(QtQ.-i)-/Q»]Qi-/.Qi-/. 
=/i(QtQ.Q.-Qi-Q.'-/(Q.Qj-t) 

ou bien 

)A =/iD3-/N„ 



<.8> 



Pour vérifier celte dernière formule, on part de 

et enremplaçanl/,par/iD/_, — /N,_,, cl/i_i par 

on a 
ou bien 
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donc, en supposant la formule vraie jusqu'à l'indice iy elle 
se vérifie pour l'indice i-\- i : donc elle est générale. 
De (8) on tire 

donc :i;r^ ne diffère de ^ que par une fraction W-^' dont le 

numérateur est de degré n — i — i , et le dénominateur de 
degré n-{- i en supposant le degré de fi , égal an — i pour 
fixer les idées; donc : 

Les développements de ^ et de ^^ suivant les puissances 
de - ne diffèrent qu^ à partir des termes en — • 

IX. — Expression des polynômes D/. 
On a, d'après un théorème connu, fi étant de degré n — e, 

^i désignant le coefficient de ^""' dans /,-. Or, ai, aa, • . . , 
ajjt, . . , désignant les racines de f(x)'= o, ces équations 
pourront s'écrire 



1 



A") 

g f,■^.t ( g ) 



= o, 



mais les formules (8) donnent, pour x = a., 



(Sbù) /,(a)=/,(«)D,(«) //+,(a)=/,(a)D,(a); 
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les formules précédentes peuvent donc être remplacées par 



2 



D/(»)/ i(a) 



= o. 



<9) 



■^ D<(a)a/,(«) _ 
2à /("oc) - °' 



2 



D/(ay/i(a) ?/+i 



/(«) 



Ço 



Si alors on pose, pour un instant, 



(lO) 






2 



/(«) 



— ^a» 



les formules (9) deviendront 



c/> 



C/ f -+- Ci- 
Ci h ■+- Ci- 




-4-, 
-H. . 




Coti 
Co <«-f-l 


^0, 

-0, 


Citi-\- Ci- 


-1 '/-Hl 


l -■-• 


1 


Cq tu 


^i-hl 



çpo 



Télimination des c entre ces équations et (10) donne 



(II) D/ = 






ti-l 

I 



tt 

• • 

X 



Nous poserons 



(12) 



alors on aura 



I h h 



m • 



ti tt+i 



ti 

• • • • 

x^ 



ti 

• • > • 



tt 



• • • • 



^/-i 



ti 

ti-{-\ 



-T/; 



?o T/ 



• • • • 

txi 
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et, en appelant S/ le coefficient de j?' dans D/, 

Les formules (8) donnent 

// =/,D/_,-/N/_,; 
d'où 

ou, en vertu de (4), 

Égalant de part et d'autre les coefficients de x", 

ouj en vertu de (i3), 

(i4) ^'-^-TT^^^^' 

mais, en appelant qi le coefficient de x dans Q/, comme on a 

en égalant les coefficients de x', on trouve 
la formule (i4) devient alors 



On a 



X. — Formules de M. Ronché. 



o si i — A: -h I < o, 

^0 
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ce qui revient à [voir formules (i3)et (8 bis)] 

^ v^ - (o si t — CX: — i)<o, 

Y D/(«)D^-i(«)/i (a^ _ i ^ 

Si Ton fait alors k — i zzry et si Ton a égard à (i 5), on trouve 

(ib) > — -—^n — ^^^^ =o SI t ^ 7, 

y^D«(a)/,(a) , 

Ce sont les formules données par M. Rouché dans le 
XXXVII'' Cahier du Journal de V École Polytechnique. 

XI. — Développement d'an polynôme suivant les D/. 

Voici une application que M. Rouché a faite de ses for- 
mules : 

Soit Tsi^x) un polynôme du degré n — i , on peut poser 

1 1«) Tn(^) = Ao Do(a: i-f- AiDi(a7 )-h. . .-r- A„_, D;, -\{x\ 

Do(x) désignant l'unité. On a, en particulier, 

TîT(a; = AoDo(a)-h AiDiCa;--.. .— A«_, Drt_i(a), 
d'où 

V ïîT(a)D/(a) /i(a) _ y ^ ]Do(_a)D,(' a)/^) , . 
2^ /(a)" " Zà"^' f\a)- -^•'- 

c'est-à-dire, en vertu de (i6) el[i'^ j, 

TïT(a)D/(a)/,(a) A,- 



2 



d'où l'on tire A/, et la formule (i8) devient 

i -n 

m('a)D|('a)/,(a) 



19) m{x) -.^qi^iVnx)^ 



i-O 
L. — Traité d'Analyse, V. aa 
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XII. — Développement en fraction continue d'nne série ordonnée 

suivant les puissances de - • 

Considérons la fonction ^(x) développable comme il suit 
en série convergente ordonnée suivant Jes puissances de — 

et proposons-nous de trouver une fraction rationnelle 

ao x*-^ -^ ai a:'-* -^ . . . -î- «,-_, _ N/(^ ) 

qui, développée suivant les puissances de -> ne diffère de la 
série (i) que par des termes de l'ordre le plus élevé que l'on 
pourra en - • Soit donc 

N^ ^ £o , £1^ c, 
D/ ' X x^ x^ 



• . ■ « 



on aura, en chassant le dénominateur D/ et remplaçant 
Y^ par sa valeur, 

(Cn Ce \ 
i J -h. .. )- 
XX* / 

En égalant de part et d'autre les coefficient des diverses 
puissances de j;, on a, en s'occupant d'abord des puissances 
négatives, 

CoÔ/-r-Ci ^/_i H- . . . -i- C/ 60=^0, 

/ov I cibi-\- Ci 6/_i -+-... H- c/^i bo = o, 

I ' 

Ci bi -1- c/4.1 6/_i -f- . . . -i- Cj/^-i ^0 = o ; 
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4 

la considération des puissances positives donne 
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(4) 



/ Co6/„, — Cl 6/_j -r- . . . -r- Ci-ibo — a/_i, 
) Co A/..2 -f- C| 6|_3 -T- . . . -+- C/_j 60 = «/-j, 
> 



Les équations (3) sont au nombre de « -f- 1 ; mais, si l'on veut 
que 60, 6|, ... ne soient pas nuls, il faut faire abstraction 
de la dernière, et alors b^y 61, . . . , ne sont déterminés qu'à un 
facteur constant près; quant à ao, ai, . . . , ils seront donnés 
par les formules (4); on voit ainsi que Ton peut se donner 
Co = 5o, C| = 5|, . . . , C21 == 521, et que l'on aura d^ailleurs 



Co 


Cl 


Ci 


Cl 


Cj 

• • ■ • 


• • C/H-i 


1 Ci 


C/Vl • 


Cj/H-i 



= 0. 



Puisque l'on peut satisfaire aux formules Co = -îo? • • • ^ c^i = ^ai? 

on voit que ^ pourra ne différer de 6(^) que par les termes 

d'ordre 2 1 -f- 1 et d'ordre supérieur. Mais, pour que l'on puisse 
trouver des valeurs admissibles pour N/ et D/, il faut que tous 

les mineurs de 

5o ^1 • . . ^/ ! 

$1 S^ ... ^1+1 ' 

Si-i Si ... Sfi-t 
3UQ *'"\ • • * *^/ 

. ds ds ds . ^ , 

a savoir -. — > -. — > • • • > :i — > ne soient pas nuls. 

dxo oxx oxi ^ 

Ceci revient à supposer que la série (1) n'est pas récurrente, 
et que ô(j?) n'est pas rationnelle. Si entre les i premières 
équations (3), Dù l'on remplace c par 5, et la formule 



D/ = 60a;' -r- 61 a?*-* -^ ... -h 6/, 
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on élimine les 6, on trouvera, à un facteur constant près, 



(5) 



D, = G, 



*0 


5i . 


Si 


*l 


52 . 


• . -S/-4-1 


*l-l 


Si . 


. . . 5j/_i 


I 


X 


a?' 



Nous adopterons cette formule en prenant le facteur constant 

égal à G/; N/s'en déduira. On a alors, à des facteurs constants 

près, 

Do = 5o, Di = 5o^ — *]> 

Dj — X*'{SqS^ — S\ ) -^X{SiSm 5o*3) — ^î ^3 — *|> 

Supposons que Ton ait pu calculer ainsi N|, N2, ... et D|, 
Do, ... ; étudions les propriétés de ces polynômes. Observons 

d'abord que la différence ~^^ — ^ doit être de la forme 

A 

-jT^— r -f- ..., on peut poser 

X 



N,-Ki D, - D,^i N/ 
D,D/^, 



a:i/-Ki 



~( . • • I 



A, . . . désignant des coefficients constants; or D/D/_j.j étant 
de Tordre ii-{-\ en x, cette égaliïé ne peut subsister que 
si N/+4D/ — D/+|N| est indépendant de a:; nous poserons donc 

Mais les N^ et D/ n'étant déterminés qu'à des facteurs con- 
stants près, rien ne nous empêche de supposer K= i ; nous 
aurons alors 



(0) 



N,4-i D/ - Df+, N, == I , 



ce qui déterminera complètement les quantités G/, quand on 
se sera donné N« et D|. 

N A 

Nous savons que -p^^ est de la forme — ; nous prendroDS 

^ Di X ^ 

X . ' 

D, = — et N| == 1 : les quantités N/ et D/ seront alors com- 
plètement déterminées. 
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Cela posé, développons -^ en fraction continue, et siip- 

posons i<im^ en employant la méthode exposée aux para- 
graphes précédents. Je dis que les réduites successives seront 

-pr^» Y\-> • • •> et, en effet, ces réduites sont pleinement déter- 

minées par les conditions suivantes : 

1° fr^^rp' développés suivant les puissances de-» ont 

les mêmes termes en -> — r^ • • •> . . , ' 

2" On a N/+I D/ — N/D/^., = i . 

3« iN, = i,D,= -' 
Si donc on pose 

Q,= D,= -, Q,-N„ 

les quantités Q seront bien déterminées, et la fraction con- 
tinue 



^^''-Q3-. 



dont les réduites successives seront —■> ^-j • • •• représentera 

la fonction 6(.r), qui d'ailleurs pourra se développer en série, 
sous la forme 

(7) e(^)=-.!^-i- ' 



D, DjD, DjD, 



XIII. — DéYeloppement de l'intégrale / 



* Yii) , 
— aa. 
a 

a 



Supposons la fonction F(a:) continue et finie quand x 
varie de a à 6 : si le module de x est suffisamment grand, on 
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pourra développer rintégrale 



(i) ^(x) 






suivant les puissances croissantes de - sous la forme 



_ £o _^ *i . ^î , 
X ' x^ x^ 



^{ X)— -^ -r- - z -^ . -T- . . . 



et Ton pourra la réduire en fraction continue par les méthodes 
exposées ci-dessus; on a d'ailleurs 

{•!) So= I F{0L)day ..., Si= j a'F(a)€/a, .... 

Soitpp la t*'^'"* réduite de la fraction continue cherchée et 

N/ _ a^x^ -> -K «1 a?'-' — ... — ai-\ ^ 

~ différera de 9(^) par des termes d'ordre 21 — 1 en -> en 
sorte que l'on aura 

Q.qX' ■"' -^ . . . -4- CLf—y Sq $2:'—^ 



ÙqX' -^ ...-+- Ôi X 



* • 



.2/— 1 



• • • > 



les a et les b seront déterminés par les formules 

Cil — boSi-T- biSof 



(3) 



Ui-i — boSi-i — ... -4- 6/-1 Sq ; 
o — 60*/ -T- bi Si-i — . . . -^- biSQ, 

1 



Occupons-nous surtout de ces dernières équations (3) : elles 
déterminent les coefficients b du polynôme D/(x) qui, mul- 
tiplié par 0(.r), fera disparaître les termes en - > -r» • • • > —~^ ; 

X X X 
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au lieu de résoudre les équations (3), comme on Ta fait au 
paragraphe précédent, remplaçons les Sî par leurs valeurs (2) : 
nous aurons 



0== i F(a)f/a(6oa'-r-...-4-6/). 



c'est-à-dire 






0- f F(flt)D/(a)^a, 


<4) 


; 0- / F(a)DKa)arfa, 

]...: 






Ces équations montrent (p. 186) que Ton doit avoir 

(5) F(x)Di(x)^ ■f^.[{x~ay(x--by^{x)l 

^{^} désignant une fonction qu'il faudra choisir de telle sorte 
que D/ soit un polynôme entier de degré i. 

On voit que, si F{jr) conserve le même signe entre a et 6, 
D/ aura ses {'racines réelles et comprises entre a et b; enfin 
les formules (4) montrent que, pour / </, on a 

Jf F{oL)Di(QL)Dj{oL)daL = o. 
Prenons F(j:) = 1 , a =^ i , bz^\ : la formule (1) donne 

(3) H^)- r'_'^=iog-^-i, 

J_^ ^ 3C ^ X 1 

et les équations ( i) se réduisent à 

,-+-1 



J D/(a)c/a .0, 






-i d% = o; 
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les polynômes D,- sont, à des facteurs constants près, les 
polynômes de Legendre; on a d'ailleurs 



et (3) donne 



5u 



2 51 

iîO — 2, 5i =— O, Si = - y ^3 :rT O, S^ = -^ 9 .... 

i D 

Nous allons prouver que, si Ton prend F(.r)= > les poly- 

nômes D seront précisément les X,, de Legendre, ce qui four- 
nira l'expression des X„ sous forme de déterminants. Nous 
partirons à cet effet de la formule 

n — i- I 

XoZo"^ 3X1 Zi -;-... -^ (2/1 -T- l)X;,Z„ ^: - — — ( Z,|-^iX„ ^n-t-l^n)'" 

-*» " — 37 

en intégrant alors de — i à 4- i , nous aurons 

m 

OU, en divisant par X,|X«^.| (n -j- i), 

-^ _ /'"^Y ^/t-t-i Zn\ dz 

(/i -!- i)X«X„-Hi J_, \X„^i X,i/^ — X 



Faisons dans cette équation n = o, 1,2, . . . , /i et ajoutons 
toutes les équations ainsi obtenues; nous aurons 



XqXi ^ aXiXj '•••• (71 -t-i)\,jX„-f-i J_j \X„4.i /;î 



dz 



— T 



Z 

Si Ton fait n = 00, ;^-— - tendra vers zéro ; si comme on doit 

le supposer, modx >» i et si :; <t 1 en valeur absolue, et l'on 
aura 



I I I i / -^ "^ ' 



-t- 



XqX, •^. \,Xî 3X3X3 



•••^'°H^=T' 
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formule équivalente à 



T^l 



'«V^ 



X 



I 5x I 



4 •^•7 

X 



3 •... 



Si nous prenons F{x) ^= i : y^i — x^, nous aurons 



6(3:)- r 



(i% 11 



^1 — a'(a? — a) ^x* — i 






(4) 



il "'7f 



lOB 






et il est facile de voir que le polynôme D/ est précisément le 
polynôme cos/arccos:c. Pour s'en convaincre, il suffit de 
faire a = cosy et l'on a, au lieu des équations (4)^ 



/D/(cosY)<afY —^i 
> 



c'esl-à-dire, en général, 

/ D/(cosY)cos/nY c?Y = o, m <, iy 

équations satisfaites pour D/(cosy)= cosiy. Ainsi les poly- 
nômes D/ sont, à des facteurs constants près, les polynômes 
cosi arc cosa::. 
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Considérons la fraction continue 



r- 



237 

I 

aa? 

IX — 



sa valeur est donnée par la formule 



y = 

ou 

y- — ixj^ -vi — o; 

d'où Ton tire 

y = X J~\j x^ — 1 

et, par suite, 

i 1 



— IX — 



Xl^y/x'^ — " ï 



IX — 



'àX — 

ou 



X zf. y/ar* — i — ix — • 

On en conclut 



y' a?» — 1 = a? — 



et, par suite, 



iyJx^'~-\ ^^ L 

237 — 



et il est clair que c'est le signe -f- qu'il faut prendre. Si l'on 
forme les dénominateurs des réduites, on trouve 

Q, — 207, Qo=2, 

Q»i4-i-^ Qnaa? — Q«-i; 
formules satisfaites pour a? ^= cosy, Q„ =rz a cos/iy. 
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ZIT. — SéTeloppement en traction continne d'one série erdennôe 
■nirant las pnisiancfiB de x:. 

Considérons la fonction /(xi délïnie par la fraction con- 
tinue suivante, où ao, a,, ... sont indépendants de x, 



et, sans nous préoccuper, pour le moment, des conditions de 
convergence de cette fraction, désignons par ^ ^ a„ + - , 

P, P. ' ' , 

■jy-t ■ ■■ 1 T^- ■ ■ ■ les réduites successives. Nous aurons {p. 322) 



Q, " o,. 




Q, -0,0,- ,. 




<i) P.„=.P.«,.,+ P.- 


-,.r. 


(3) Q..,"Q.a.„-Q.- 


.=r, 


(() PnMQn— Q™^lP/.-( — 1 


fx- 


et, approximativemeot (p. .^2.5), 




'^' ■^'^'=fe;-'"^J--Q7Q.- 





Les polynômes P,„, P-.a+,, Qs«, Qsn+i sont de degré n, 
comme il est facile de s'en convaincre à l'inspection des for- 
mules (2) et ('^), en observant que P, et P^ sont de degré i 
et que Qi et Qj sont respectivement de degrés o et r . 

Observons enfin que 
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et que par conséquent la réduite de rang n donne une valeur 
approchée de la fraction continue qui dépend des termes 
d'ordre n -\- \. 

Gela posé, considérons une fonction /(^), développable en 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de X. 

si une pareille fonction est développable en une fraction 
continue, telle que (i), il faudra que l'on ait 

j— = jq -+- A-, jc _i- . . , -1- ^^a?" -^ oif 

(0 désignant un terme d'ordre /i -|- i en x. Les considérations 
précédentes ne sont peut-être pas d'une rigueur excessive, 
mais elles sont amplement suffisantes pour montrer comment 
on est tout naturellement conduit à l'analyse que nous allons 
maintenant développer. 

Supposons que la formule (6) ait Heu à l'intérieur d'un 
cercle de convergence de rayon R. Posons 

co désignant des termes de degré supérieur à 9.n, Nous aurons 

do— diX-\'. . ,-r- dnX'*^ 

et nous satisferons à cette égalité en prenant 

«0 "^ *oPo> 



O = Sn Pn -" Sn-\-\ pn— i — • • ■ *î« pO« 

Les n dernières équations déterminent les rapports 

Po • pi * • • • p«» 
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et, comme 



Qin = P^ar*» -f- p«. ,j:«-»-^...-hpo, 



on en conclut que, en appelant U2/1 un polynôme qui ne 
diffère de Q2/, que par un facteur constant, on a 



*7) 



U,„ = 



Si 



./i-i 
^3 



• • • • 



*«-+• 1 ^/l-HÎ 



Sft-ht 

• ■ ■ • • 



en posant de même 



-»-i 



= 5o -T- 5i a? -4- . . . — «jn-M X*«+* 



CJ, 



et, en procédant comme tout àPheure, on est conduite poser 



(8) 



ou encore 



<9) 





j^n 


j^n-\ 


■ • « 


1 




i '^ 


H 


■ ■ • 


**«+2 


Uîrt M - 


i " 

• • 


Si, 




Sn^3 

* • « 




1 


Sn+1 


• • • 


^2/1 + 1 




X"^ 


x"-^ 


• • ■ 


1 




«1 


Si 


• • • 


^«+1 I 


u,,.,- 


*. 


Sz 


• ■ • 


s,f^i 




• • • 


• ■ • 


• • ■ 


• • • • 



Sn-^i ^/i-Hi • • • ^irt-t-i 



nous ferons encore 



^p+tq ~ 



Sp Sp ^ I 



Sp-hq Sp-f-q^ 1 



Sp-* t/ 
5/i -1-74-1 

• • • 

Sp-^tq 



Rappelons-nous maintenant que, si l'on a 



«=2=i=<. 



Il Ci2i . . . Onri) 
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on a ridentité (p. i6i, l. I) 

d^R ôR dR ôR dR 



R -. 



et, en appliquant cette formule aux déterminants U2/1 et U2/14.1 ^ 
on a 

Si l'on pose alors 

<I0) « '" "•^' 

r «în — ^ï 07- > «în-f-1 — ^^ ô-j ' 

ces formules se transforment dans les suivantes 

Qî«-4-i = arQj„_| -h asn+iQî/ti 
qui peuvent être remplacées par la formule unique 

Qn Q27 • • • sont alors les dénominateurs des réduites de la 
fraction continue 

X 

ao H 

X 

ai H 



X 

ajH 

03 — 



Je dis que les polynômes P^ sont les numérateurs des mêmes 
réduites. En effet, appelons un instant P',, P!^, . . . , P)^, . . . 
ces numérateurs; on sait que 

P' P' /r»-»-J 

Q«-i-i Q« Q/iQrt-1-i 

ou que 
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d'un autre côté, 

P/i-^-i Pn 

tù étant un terme d'ordre n -^ i en a: et, par suite^ 

est aussi d'ordre /i 4- i ; cette quantité ne peut donc être que 
de la forme 'fx"'^* , y étant une constante. Or on sait que les 
formules (11) déterminent les polynômes P à un facteur con- 
stant près ; donc les P sont égaux aux P', à un facteur constant 
près (le même pour V^ et P', pour P2 et Pj, . . .); or on con- 
state directement que P| = P'^ ; donc : 

Les a„ étant déterminés par les formules (i \)^la série (6) 
peut être remplacée par la fraction continue (i). 

XV. — Formule de Causa. 

Posons avec Gauss 

I' ( 2, a. Y, a^) = IH a! -1 ! — "^ a?» -h . . . 



aCa--- r") . . .(a — 7ï — i)3( ^ -f- i ) . . . ( 3 -^ /?. -- i ) 



•// 



i,'i. . , n.^({^( -T-i) . . .{^ -T- n — i) 

il est facile de voir que le cercle de convergence de cette 
série est i et que, par suite, la fonction F est bien déterminée 
pour les valeurs du module de x moindres que un, quand a, 
p, Y sont quelconques. Cette série peut se convertir en frac- 
tion continue comme il suit. 

Il est facile de constater que l'on a 

il suffit pour cela de remplacer les fonctions F par leurs déve- 
loppements. Posons 
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divisons (i) par F(a, ^ -j- i , v 4- i , j;) ; elle deviendra 



X 



OU, en observant que la fonction F ne change pas quand on 
change a en p et vice versa, 

c'est-à-dire 

1 a <' Y ~ P ) -.- / o 

ou 

*(«,?, Y^ a:) = - 



i-^x--^ ^ 4>(S_^, a, Y-r-i, ar) 



d'où, changeant a en p 4- i , p en a y en y -f- 1 , 
*(P-T-i, a, Y-T-i, x) 



(^-+-1 (7 -^1 — a) . -, 

l^Y -- U< Y"^ ^^^ 



on tire de là 



*(«> P> Y» ^ ^ " 



I — 



r ^«(Y -P)i 

L Y(Y -0 J 






Cette formule donne le développement de <ï> en fraction con- 
tinue ; en faisant p = o, on a 

F(a, o, Y, 37) ^i 
et 

4»(a, o, Y, a7) = F(a, i, y-i-i, :r), 
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et Ton trouve, en changeant y en y — i , 



ax 
I 



bx 
1 



CT 

I 



où Ton a posé 



a 
a = -, 

ï 


y(y-^-o 


^ __ (a-+-i)Y 

(Y-+-i)(Y-^a)' 


(Y-+-a)(Y-^-3)' 


(Y-i-3)(Y-t-4)' 


3(y- a — «) 
•^ (Y+4)(Y-5)' 



XTI. — Digression sur les nombres ^ et e. 

Nous avons vu que les transcendantes de Bessel se rédui- 
saient, dans des cas particuliers, à des facteurs près, aux inté- 
grales successives 



sina:, I xsxnxdx, I x j xsinx ax*, 

Posons 

xsiaxdx = j xVodXj .... 

U»+i= / xVndx] 

on aura, en intégrant par parties, 

Uo — sina?, 

Ut = — X cosa? -4- sinar, 

U,= 3U, — ar»Uo, 
U8=5U,-a:«U„ 

> 

L. — rrai/e d'Analyse, V. 23 
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et Ton soupçonne la fornaule générale 

que l'on vérifie ei> prouvant qu'elle a encore lieu quand on 
change /i en n -|- i . A cet effet, multiplions (i) par x et inté- 
grons de o à ;r ; nous aurons 

Or 



— / ixdxl I x\Jn-idx\ 



ou 



Jf x^Un~idx = x^Vn — ^ I x\]ndx = x^U^ — ^\J^+i. 
La formule (2) s'écrit alors 

U«^-î ^ (2/1 -f- 3)U„^-l-~a?>U„. 

La formule (1) est ainsi établie. 

Ceci posé, il est évident que Un est de la forme 

Uft— CrtC0sa:-4- S»sina:, 

Cn et S,i désignant des polynômes entiers en Xy et la for- 
mule (ï) peut s'écrire 

Grt-Hicosa? -T- S;»-t-isina: = (3/1-+- i){CnCosx -+- S/tsinor) 

— x^{Cn-tCOSX -^ Sn-isina?). 

Les coefficients de cos^ et sin^r dans les deux membres de 
cette équation doivent être égaux; en effet, quand on a 

A cosa? -r- B Binx = A'cosa? -+- B'sin^, 

on en conclut 

A H- B tanga? = A'-f- B' tango: 
ou 

A — A'= (B'— B)tanga?. 



THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. 355 

Celle égalité esl impossible si A, A', B, B' sont des polynômes, 
lels que B^B'; car le second membre esl infini pour x:= -y 

3 -, . - . qui ne peuvenl pas tous annuler B' — B. Ainsi Ton 

doit avoir 

G/t-t-i = ( a /i -f- 1 ) Gn — ^* Grt_i , 

on en conclut, en faisant /i == — i; o, 1,2, ... et en obser- 
vant que, comme Uq = sin^r, Ui = — x cosx + sin j;, 

Gt a= — a?* G-i, Si = I — x^ S_i, 

Cj = SGj-— aî*Go, âj=3Si — 07^80, 



Ces formules permettront de calculer C©, ^k-, ... de proche 
€n proche, et Ton voit que 



Or on a 



ou 



G_i= -, b_i=o, U-i=— -- 
a? X 



U„4-i= Urt(2/i-+-i) — a:*U„_, 



U„ x^ U„a:*:U„^,' 



donc 



ILil - J- 1 

Uo "** x^ Uo^* ; ti 



X' 



x^ Uia:«:U, ' 



^ U-i cosa: . . cota? , 

Or -rpr^ = : sin:r = ; on a donc 



\±iÂJ — 

cotir 


— 


X 

I 

ar» 


•> ' 


L/IJ 


1 a \i 

I 


IV/BAV» 


X 


3 




07» 




5 


X^ 

/ 
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OU 

I I X 



tango? X 



X* 



3 — 



X* 



^ — 



OU enfin 



X 

tanga; = — 

I — __ 



3 — 



5 ^ 



Cette équation prouve que, si x est coromensurable, tango: 



. TT 



ne saurait l'être; donc, si - était commensurable, tang7 = i 

4 4 

ne saurait Têtre, ce qui est absurde; le nombre tz est donc 
incommensurable. 

Si Ton fait x = x\''' — i, on aura 

/ / / ' e^'—e-^' x' 






x"^ 

3-r- 



:* -i- 



ce qui prouve de même que e^ est incommensurable, quand jr 
est commensurable. 
On a aussi 

langa: _ i 



X X 



2 



3 — 



x^ 



5 — 



donc, si x'^ est commensurable, — ^^— ne le sera pas. Faisons 

a: = u, on aura 

I 

o = 






3 — 
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donc 



3 = 



TT» 



5- ^* 



7—. 

1 



donc n^ pas plus que tî ne peut être commensurable (*). 
(Hermite, Comptes rendus, i8^3.) 



XVn. — Développement des irrationnelles algébriques 
et des racines de Téqnation du second degré en particulier. 

Soient F(^) = o une équation algébrique, a une valeur 
entière approchée par défaut d*une racine : si Ton fait 

j; = aH , Téquation F(^)=:: o se transforme en une autre 

F,(j?i)=o. Soit «1 une valeur approchée par défaut et 
entière d'une racine de cette équation : on pourra poser 

j?, = «1 -j et ainsi de suite; on obtiendra ainsi le déve- 

loppement suivant pour une racine 



X = a-^ 



ai-r 



<»J. 



Cette méthode pour la résolution des équations a été déve- 
loppée par Lagrange; elle conduit, pour les équations du 
deuxième degré, à une conséquence remarquable. 
Soit 

(i) aa7*-i- par-t- Y = o 

une équation du second degré à coefficients entiers, et sup- 



(1) Depuis que ces lignes ont été écrites, MM. Hermite et Lindemann 
sont parvenus à démontrer que les nombres ic et e ne sauraient être racines 
d'une équation algébrique à coefficients entiers. M. Rouché a reproduit 
leur démonstration à la fin de la dernière édition de sa Géométrie. 
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posons qu'en appliquant la méthode de Lagrange on ait 

trouvé 

I 



X = ûf 



«i-h 



«i. 






pour le développement d^une racine; aj ai ... sont alors des 

entiers positifs (excepté peut-être aj. 

pp. 
Appelons 7^ • • • 7^ les réduites successives de la fraction 

continue, abstraction faite du terme oT/i+m ^^ ^^^^^^ 

^ î^ -- . -. ■ ■ ^ . • 

portant cette valeur dans Féquation (1), on aura 

(2) a'-p'+i -+- P'a;«+i-H y'= o, 

formule où Ton a posé 

a'=aPÎ_i^?P„-,Q.-,-4-YQî_i, 

P' = 2aP„P„_i-f-p(P„_iQ„-+.Q„_,P„)-^aYQ„Q„-„ 

Y'=aPJ-4-pP„Q„-+-YQ;i. 

Or considérons la valeur de a'; on peut Técrire 

et, en posant 

et en tenant compte de (1), 

mais e est moindre que jt—tt — ou que ^^, — ; donc 

a'< 2aj7-+- P + Y^ — > 
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en supposant a >* o, ce qui est permis. Il en résulte que a' ne 
croît pas indéfiniment avec n ; on verrait d'une façon analogue 
que ^' et y^ ne croissent pas non plus indéfiniment. Comme 
ces nombres a', fi', ^ sont entiers, ils finiront par se repro- 
duire, et il y aura une inconnue auxiliaire Xn qui finira par 
être égale à Tune des inconnues auxiliaires précédentes; le 
développement des racines de Téqualion (i) finira par être 
périodique; on a donc ce théorème de Lagrange : 

Toute racine d'une équation du second degré à coeffi- 
cients entiers se développe en fraction continue périodique y 
dont les numérateurs sont égaux à un et les dénominateurs 
entiers. 

La démonstration précédente est de M. Charves. 

Réciproquement, toute fraction continue périodique est 
racine d'une équation du second degré, qu'il est facile 
de former. 

En effet, soit 

u' 

y = 



u I 



U-T 






u' 



u r 



La période se composant des dénominateurs u, i^, . . . , tv, 
on a 



y^ 



''-r-y 



Ptp\ qi q' désignant des quantités indépendantes dey; on 
voit, en chassant le dénominateur, que j' est racine de l'équa- 
tion 

q'y^-'-y{q—p')-p = o. 
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CHAPITRE VIII. 

CALCUL DES VARIATIONS DES INTÉGRALES SIMPLES. 



I. — Théorème fondamental. 

On peut toujours trouver une fonction 

X(^lf 's» • • • j tn.\ Œi, «2» • • •> «/n) 

de ti, t.2, . . . y tn et des paramètres «i , a2, . . . , a^» qui, pour 
^^ = <^, ^2 = ^5, . . . , ^rt = (J^,, se réduise à une fonction 
donnée f^{^ij «a, ..., a;,,) des a, qui pour f< = /,', 
^2 = ^2î • • • - ^rt = ^rt se réduise à une autre fonction donnée 
©'{ai, a2, . . , a^). qui pour a, = a^ a2 = aj, . . . , se ré- 
duise à une fonction donnée 6^(^i, ^2) • • • > ^«) des t et qui 
pour a, = a', , «2 = «2 5 • • • » ^^ réduise à une autre fonction 
donnée 0'(^«, ^27 • • •) <3fe5 f. 

En supposant, bien entendu, 

X(«?,/î, ...,«?, «S, ...)=cp0(aj, ...)=ôo(<o, ...) = eoo, 

x(<i, ^;, ..., «î, «s, ...)-= ?'(«!, ...) = ôH'i, ...) = »io, 

ce théorème est presque évident, et la fonction dont il est 
question peut revêtir une infinité de formes diverses. Bor- 
nons-nous à en signaler une seule : posons 

iti-tl)(tt — tl).,.{tn-t%) 
{t\-t\){t\~t%).,,{t'^-tl)' 



To = 



,j, ^ {tx~-t\)(ti — t '^)...{tn — t'„) 
' {t\-t\)i,t%-^t\).,.{t%^t'S 

A = (^1 — « ? ) (^t — g» ) - • • («/w — «R» ) 
"^^ Ca'i-aî)(«'2-«?)...(«m-«?n)' 

A — («1 — «1 )(g8 — «a)- • • (^w — «m) . 
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nous pourrons prendre 

y =T,(QO_eooAo-eo,A,) 

H-To(o'-eioAo — enAi;-h-A,eo-4-Aoe', 

comme il est facile de le vérifier en faisant f, = ^", ... ou 
^1 = ^'^ , . , , ou a^ = aj, . . , ou tti =r a'^ 



II. — Variation d'nne fonction. 

Dans un grand nombre de questions, on a besoin de com- 
parer deux fonctions et de passer de l'une à l'autre d'une 
manière continue : ce passage peut se faire en imaginant que 
les deux fonctions en question sont des cas particuliers d'une 
fonclion plus générale, contenant des paramètres <Xi, a^, . . . , 
tels qu'en y faisant ai = a°, aj = aj, . . . , on obtienne la 
première fonction et qu'en y faisant a, = a'^, a2 = a',, ... on 
obtienne la seconde. En appelant /o la première fonction, /i la 
seconde, la fonction plus générale en question pourra, par 
exemple, affecter la forme 

Toute différentielle relative aux paramètres a s'appellera une 
variation et sera représentée par la caractéristique S que nous 
substituerons à la caractéristique d. 



III. — Variation d'ime intégrale. 

Lorsque l'on veut étudier les changements que subit une 

intégrale quand on modifie la fonction placée sous le signe / , 

ainsi que les limites, on peut imaginer que ces changements 
s'opèrent au moyen de la variation d'un ou de plusieurs para- 
mètres a^, aa, ... contenus dans la fonction à intégrer et 
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dans les limites; mais, au mo^en d\in artifice que nous allons 
indiquer, on peut se dispenser de faire varier les limites, ce 
qui évite souvent des complications. 
Considérons, par exemple, Tintégrale 

u= f F(a?, j^,/, y, ..., -5, 5', sTy '•')dx, 

dans laquelle F est une fonction quelconque de jr, y\ y\ . - - 
Zj 5', . . . de forme donnée; y y 3, . . . des fonctions de forme 
indéterminée de x; et y', s', y", z^^, . . . leurs dérivées rela- 
tives à X. On peut, si on le juge à propos, faire varier y y z, 
Xoy Xi^ les valeurs j'©? y* de y pour x = Xq et x^=:x,^ . . 
les valeurs ;; =: ^q, z = z^ de :; pour x = Xqj x = jîi , - . . 
Alors on imagine un cbangement de variable : on pose 

x = ^(tj a,, «2, ...), 

r = x(^ *»» ''»» ••■)» 



et Ton prend pour nouvelle variable d'intégration t. On déter- 
mine ensuite la forme des fonctions o, y, '}, ... de telle 
sorte que, pour t = to^ x se réduise à Xo, y à y©) ^ à ^o, . . • : 
que, pour t:= t^, x se réduise à .r,, >- à^^, z k Zi] que, pour 
a^ = aj, a2 = aîî, ... x, y, z se réduisent à des fonctions 
données de /, à savoir ^o(^;, Xo(^), ^\{t). . . .; que, pour 
a, = a'^, . . ., x^ y^ z se réduisent à <Ï>| (/), X,(/), V<(/). 
Ces fonctions ^o? Xo, Wq, ..; ^i, X,, ^F,, ... peuvent 
d'ailleurs être choisies de telle sorte que, par Tclimination 
de ^, j^ et ^, . . deviennent des fonctions données de jc 
pour a, = a", ... et pour ai = a'^, .... 

Les limites de l'intégrale ne contiennent pas les a après ce 
changement de variables, et alors la variation de Tintégrale, 
ou sa difiercntielle totale relative aux a pourra se prendre 

simplement en différentiant sous le signe / . Nous allons 
maintenant développer le calcul de ou. 
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IV. — Première méthode. 
De Téquation 

on tire, en observant que Xq et Xi, après le changement de 
variable, doivent élre remplacés par t^ et t^ et que dx doit 

être remplacé par - .- dt^ mais en n'effectuant pas ce change- 
ment que l'on sous-entend 

ou == f {^Fdx^-'-F^dx); 



u — I 



or, en observant que o dx -rz o -rr dt = --tz ox dl ^^ d ùx et 
en Intégrant par parties, on a 



I •*'« .r, 

u = l Fo.rH- f \ùFdx — dF^x); 



or, en appelant X, Y, Y', . . . , Z, Z', . . . les dérivées partielles 
de F relatives à x, y^ y', . . . , 5, ;;', . . . , on a 

OM = / F^x-h I [{oydx — ùxdy)\ -T-(ozdx — ^x dz)Z 

+ (0/ c^^r - 007 rfy)Y'-h. . .] ; 

la fonction Fpourrait contenir Xcj^o, ^o> • • • j-^^n^i? ^n • • • î 
dans ce cas, il faudrait ajouter sous le signe / les termes 

^F , f)V , 

- — ùXq, -— - 0^0» • • • > 

àxo Oyo 

que nous n'écrivons pas pour ne pas trop compliquer. On 



(I) 
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peut encore écrire l'expression précédente ainsi 









Si nous posons alors 

nous aurons, en différentîant par rapport à /, 

rfo) = 8 dy — y'8 dx — dy'ox 

ou, en observant que o dy = ù{jr' dx) = Zy dx H- j^'8 rflr, 

û^o) = Zy dx — dy^x = fitr(8/' — y^x) 
ou bien 

Différent! an t encore, on a 

dm' = ^ydx -\-y'^ dx — y" dx^x — y" dix 

ou 

dm'=dx{By-^y'^Zx), 

c'est-à-dire 

0,» = 8/ —yix, 

(3) {bi"'= 8y"-j'^8rr, 



(2) et (3) permettent d'écrire (i) comme il suit 

lu = l F 8a? 4- 1 rf57[a)Y 4-mZ -f-.. .H- w' Y' 

(r, •^'« 

-4-m'Z'-h. . .-+-a)"Y'-hny'Z'4-. :.] 
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OU, en intégrant par parties, 

f ^FSar^a)Y'-f-uTZ'-. . . — a,'Y'-Gj'Z'-+-. . .— w^'^. ..\ 



Telle est l'expression de la variation de u; elle est de la 
forme 

û et n ne contenant plus une seule variation. 

V. — Seconde méthode. 

On peut suivre une méthode plus simple pour calculer ùu. 
Considérons toujours l'intégrale 

f F{x, y, ...)dx, 

et faisons encore le changement de variable indiqué au 
paragraphe précédent; mais remplaçons y' par ^-> y" par 

—^ -j-j =^> •••» c est-a-dire substituons partout aux 

dérivées prises par rapport à x les différentielles prises par 
rapport à f ; t^ prend alors la forme 

M = I F(Xfy, Zj dx, dy, dzy d^x, d^y^ . . .). 
Si l'on pose alors 

dx"^' dy~ ' ddx" ' ôdy~ ' 



on aura 



(0 i ^" -P' =/ 



(Xoar -f- Y87 4- Zo;ï H- X'8 dx 

-^Yl dy-^7Jl dx -\-X'l d^x -^. , ,). 



(2 
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En intégrant par parties les termes, tels queX'8 dx^ . . . , on a 
Jx'Zdx =J\'dZx =/ 'x'8jr - ClxdW 






rX''^d^x = fx'd^ùx=zl X'cdx ^JdX'^dx, 



la formule (i) devient alors 



(X'8a:-hY'8j^-T-...-+-X'8da7 .,.) 



( 8a = / 

-h /'(X82r-4-Y87-hZ8^ — rfX'8a? — c?Y'8j~rfZ'85-+-rf«X'8x-+-...), 



et prend la forme 






= 1 A4- r(A8a?-j-B87-+-GS^), 



A, B, G désignant des fonctions de x, y, z et de leurs dîffé- 
rentielles. / A contient les variations de j:, ^« ...y dx^ 
<3(y, . . . , aux limites x^ et x^* 



VI. — Troisième méthode. 

Pour trouver la variation d'une intégrale définie, on peut 
enfin suivre une troisième méthode qui a'applique assez bien 
aux intégrales multiples, et sur laquelle nous aurons à revenir. 
On suppose que les fonctions j^, z^ . . . , dont il a été question 
aux paragraphes précédents, renferment des paramètres X|, 
a2, . . . , entrant dans les limites Xq, Xt de Fintégrale que Ton 
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veut faire varier, à savoir 






r, 

¥dx. 



Sa variation ùu ou sa différentielle totale relative aux a sera, 

en appliquant la règle de la différentiation sous le signe / 
pour le cas où les limites sont variables, 






ou, en observant que x ne varie pas, 



1 ^^ X 



l'intégration par parties donne 



u = \ F^x-^l Y'8^-+-/ Y'8y-/ ^8^-+-... 

'j"- 'j?* Ijr^ 'j»-. 



J"o "'^û •''• "^0 



mais 3y, Sy, 8;^'^ . . . n'ont pas ici la même signification que 

et il est bon de savoir transformer les expressions définies 

Zy est égal à la 
valeur que prend 8^ pour :r == Xq, de sorte que, si^ =/(^, a), 



/ 



6^ = - 



Au contraire. 



368 CHAPITRE Yllf. 

il faudra donc faire usage des formules 

X, I Xo 



•s 



qro 



8 ^/ ysx, 



yox étant mise ici pourj^'^S^o^ de même 



XO f Xo 



/■*0 1"*0 



d'où l'on tire 



/ 
/ 



8y= 0^0— rô^^o, 



en ayant égard à ces formules et, par suite, aux suivantes 



/, 



Sr = ?ri — ^7o —ri ^a^i -+- y^ s^-o, 



il est facile de voir que la méthode actuelle fournit les mêmes 
résultats que la première. 



VII. — Simplification. 

Lorsqu'une intégrale doit subir des changements par 
suite des changements de forme que prennent les fonctions 

placées sous le signe /, les limites restant invariables, on 

peut, ce que nous avons eu l'occasion de faire déjà plusieurs 
fois, supposer que les fonctions en question contiennent des 
paramètres variables et supposer que les variations de l'inté- 
grale proviennent des variations attribuées à ces paramètres ; 
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dans ce cas, il n'est pas nécessaire de faire de changement de 
variable, et de supposer que la variable x^ par rapport à 
laquelle on intègre, contient les paramètres, et Ton a S^ =: o. 
Alors on a simplement 



f ¥dx= f ùFdr 



X 



= f \Yoj-+-Y'S/-f-Y'8y-^...-4-Z8^...)^ 
et, en intégrant par parties, 



Cette expression de la variation de l'intégrale est, comme Ton 
voit, beaucoup plus simple. 



VIII. — Condition ponr qu'une fonction soit une dérivée exacte. 

Nous avons déjà montré comment on pouvait intégrer 
l'expression F{x^ y^ y, • . .) sans particulariser la forme de 
la fonction j^ quand le problème était possible; nous allons 
reprendre cette question; pour en donner une nouvelle solu- 
tion, à l'aide du calcul des variations, et ramener le problème 
à l'intégration d'une différentielle exacte, on obtient de cette 
façon la solution la plus nette. 

Nous avons déjà fait observer (t. III, p. ai 5) que, si l'inté- 
grale 

F(^»7, y,/': •'.)cIj7, 

^9 



f 



dans laquelle^, y'^y^ • • • représentent une fonction de x et 

de ses dérivées, avait une valeur de la {orme/{x,y^y, . . .), 

quelle que soit la forme donnée à y, sa valeur ne devait pas 

L. — Traité d'Analyse, V. 24 
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changer en faisant varier la forme de y^ sans changer sa va- 
leur ou celle de ses dérivées pour a: = jîo et j: = X| . En effet, 
en appelant /( a;, ^, y, . . .)la fonction dontF(^, ^, y, . . ) 
est la dérivée, la valeur de l'intégrale de F est 






et ne varie pas si y^ y ^ y, . . . sont donnés pour x=^x^ 
et JT = 0?! ; or, quand on suppose les quantités x^ y^ j/, . . . 
invariables aux limites, on a 

Y, Y', . . . , X désignant, pour abréger, j- ' X/ > • * > 3- > 6t> c** 
intégrant par parties, il vient 

Pour que la variation de notre intégrale soit nulle, quel que 
soit Sy, il faut que 

ou que 

Cette condition est d'ailleurs suffisante. Supposons-la satis- 
faite : faisons varier l'intégrale 

mais, en supposant la limite inférieure telle, que x, y^ y, . . . 
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y soient invariables, on aura 



0/= r {ùFd.r-^F^dx) 

= Fox-4- f (^Fdx — dFZr) 

-^Fo^-f- r [\(fydx — fjxdy)^y'{ùydx-^xc/y)-h...] 






^F^x-^ f [\{^jr^yir)-hr{\r'-y''ox)-h...]d.r; 

si Ton fait Sj^ — y'Zx = w, on a vu que 

^y — yor — (jj\ 

Ainsi Ton a 

ou 

S/--^ Fax-f-wY'-hw'Y'-^o/Y'"-^ ... 

r/Y' , r/Y'" ./Y" 

aa7 cix djr 

en observant que le coefficient de w sous le signe / est préci- 
sément le premier membre de (i), c'est-à-dire nul. Si Ton 
remplace alors o) par sa valeur, on a 

S/=F8^-+-(87-/8:p)(Y'-g^...) 

-^(5/-r'8x)(Y'-^.-...j...: 

€ette expression est de la forme 

8/= U8x -H V8r -h Vor'^ V'8y -f-. . . 
et, par suite, y est l'intégrale de la différentielle totale 

U 82* H- V 87 -1- ... , 
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que Ton peut maintenant écrire sans inconvénient 

en considérant ^,r,^', ... comme des variables indépendantes. 

IX. — Recherclie du maximum ou du minimam d'une intégral» 

définie. 

Problème. — Vix,y^ ^-^y' j ^' y^' - • • -) désignant une fo ne- 
lion donnée de x, y,zet des dérivées y = -^-, z = -^, • • ■ ^ 

on propose de trouver les fonctions de x qui, mises à la 
place de y, s, rendront maxima ou minima V intégrale 
définie 

u= f Vd.r. 



Pour résoudre cette question, on fera varier Tintégrale 1/ , 
et l'on exprimera que 8w = o. En effet, pour exprimer que y^ 
z rendent u maximum ou minimum, il faudra exprimer que, 
quand ces fonctions changent de forme infiniment peu, quels 
que soient les changements de forme éprouvés par y et z^ 
u prend toujours un accroissement de même signe, ces 
changements de forme pouvant être censés produits par la 
variation d'un ou de plusieurs paramètres a^ , ao, . . . • Le 
problème que nous voulons traiter ne diffère pas des pro- 
blèmes ordinaires de maxima et de minima; il faut donc 
que la différentielle totale de u relative aux a ou Sm soit 
nulle. Il faut aussi que S^m reste toujours positif pour qu'il y 
ait minimum, et négatif pour qu'il y ait maximum. Heureu- 
sement, la plupart du temps il n'est pas nécessaire de 
calculer S^w, ce qui serait fort pénible, et, par la nature 
même de la question, il est facile de discerner le maximum 
et le minimum. 

De quelque manière que l'on s'y prenne pour calculer 81/, 
on doit obtenir les mêmes résultats ; nous avons vu cependant 
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la variation ou affecter deux formes différentes (p. 363 et 
p. 365), à savoir 

(I) OU=j *H-^- f (iitO-t- nT3)t/x, 

d'après la forme (i), pour que Ton ait Zu = o, il faut que Ton 
ait séparément 



(3) 



/ n ^o, ii = o. Il =o. 



même si 



En effet, w = 3/ — J^'ôx et isy := 5;; — z'^x sont arbitraires; 
on peut donc les choisir tels que, si Q et II ne sont pas 
nuls, l'intégrale ait tous ses éléments de même signe, et de 

igné que/ H si cette quantité n'est pas nulle; et 

alors ou ne sera pas nul. Ainsi les formules (3) sont les con- 

ditions du maximum ou du minimum; d'ailleurs, pour que / H 

soit nul, il faut que les coefficients des variables indépen- 
dantes qu'il contient soient nuls. 

Un raisonnement analogue fait sur la formule (2) montre 
que les conditions du maximum ou du minimum sont aussi 

r 

(4) / A = o, A=o, B = o, G — o. 






Il semble que l'on trouve ainsi une condition de plus; mais 
les conditions (4) rentrent dans les conditions (3), et, bien 
que l'identification des formules (3) et (4) ne soit pas une 
tâche au-dessus des forces de l'Analyse, on peut voir a priori 
•que les formules (4) peuvent se réduire à un nombre moindre 
d'une unité. 
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Les équations A = o, B=o, C = o sont des équation» 
différentielles dans lesquelles la variable indépendante est t\ 
les équations û = o, Il = o sont des équations différentielles 
dans lesquelles la variable indépendante est:r. Dans le premier 
cas x^ jTy z sont des fonctions à déterminer; dans le second, 
y eiz sont seuls à déterminer et le problème est résolu. Dans 
le premier cas, après avoir calculé x, y y z en fonction de t^ il 
faut éliminer t pour avoir le résultat, de sorte que les équa- 
tions û = o, n = o sont ce que deviennent A = o, B = o, 
C = o quand on a éliminé t. Comme, d'ailleurs, la relation 
qui lie j: à ^ est arbitraire, les équations (4) i^e nous apprennent 
rien de plus que les équations (3). 

Dans la pratique, les équations (4) devront être préférées 
aux équations (3), d'abord parce qu'elles sont plus symé- 
triques, et ensuite précisément à cause de l'indétermination 
de la variable indépendante, ce qui est un avantage que nous 
avons eu souvent l'occasion d'apprécier. 

X. — Résolution de quelques problèmes. 

Problème I. — Trouver le plus court chemin d^ un point 
à un autre. 

Soient ^oj^'o» ^o les coordonnées de l'un des points par 
rapport à trois axes rectangulaires, œ^^y^, z^ les coordonnées 
de l'autre ; il s'agit de rendre minima l'intégrale 

11=1 j yjdx^ -h dy^ -t- dz^, 

qui exprime la longueur de la courbe cherchée. Calculons oa 
pour l'égaler à o : en supposant les limites variables et en 
les supposant tacitement remplacées par t^ et t^y la variable 
d'intégration étant t et non plus x^ on a 



^dx^ -^- dy^ -^ dz^ 
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OU 



.r. f„> 



* drodr •+• dytdy -H dzodz 

» 



ds 



en écrivant ds au lieu de ^dx'^-i- dy^ -^ dz'^. En intégrant 
par parties, on a alors 



\ [dx ^ dy ^ dz ^ \ 

"=/ ( rf* *^ -^ rfJ '-^ ^ rfi ° V 



.r 



Pour qu'il y ait minimum, il faut donc que Ton ait 

/ V jdx , dy ,dz 

(,) d-ds^''' ''À^*'' '^Ts=°^ 



( 2 ) / {dx^x -Jt- dyZy -{- dz^z)=^o, 






Les équations (i) donnent 

dx = a ds, dy = b ds, dz = c ds, 

a, 6, c désignant trois constantes, qui se réduisent à deux 
si Ton prend x pour variable et si l'on écrit ces équations 

dx dy dz 
a ~" ù ~ c ' 

d^où Ton tire, en intégrant, 

X — a X — 3 5 — Y 



(3) 



a 



Ces équations sont celles d'une droite, et le plus court chemin 
cherché est une droite; il reste à déterminer les constantes 
a, è, c, a, p, Y« Nous allons examiner les divers cas qui 
peuvent se présenter. 

Premier cas. — Les deux points Xq', yoi ^o <?^ ^^tY^t ^% 
sont donnés fixes. Alors Sxo = o, Sj^o = Oj 3^0 = o ; Sa:, = o, 
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iy^ = o, 05< = o, et la formule (2) est satisfaite d'elle-même. 
Les constantes a, p, y, a, è, c se déterminent en exprimant 
que la droite (3) passe par les points fixes donnés. 

Deuxième cas. — Les deux points Xq, y^, z^ et. x^. y^^ z^ 
doivent être situés sur deux surfaces 

Alors à la formule (2), que Ton peut écrire 

( 5 ) o:fi drx H- or, dy^-^^Zx dzy — Ôj^q dx^ — 0^0 dy^ — Izq dzo = o, 

il faut adjoindre les équations obtenues en différentiant (4) 
par rapport aux paramètres a, ce qui donne 

- — • ÙTo — ÙVo •- - - 05o = O, 

. ^'''o àyo Oz^ 

- — oj-, — - — oy,-- -—0-31=0, 
àjr^ c^Ki ^^-i 

éliminer deux variations entre (5) et (6), égaler à zéro les 
coefficients des variations restantes ou bien, en employant la 
méthode des multiplicateurs, poser 

dx^ -+- Ao - — = o, ovo -H Ao T~ ~ o, azQ -I- Ào :; — — o, 
Oxii tj^'o àzo 

d^i ^- ^1 TÎT = ®» HTi -^ ^1 T - - o, dzi -^ A, -'- -^ o, 
oxi oy X oz\ 

ce qui donne, en éliminant les multiplicateurs \q et \\ , 

rfjTo dy^^ (/Zj 



\0.rj \ôyo/ \OzJ 
dxi dvi dzx 



("^îl] (!!li\ ('^'^1] 
\dxj \âyj \ôzj 



Ces équations expriment qu'un déplacement effectué sur la 
droite qui est le chemin minimum est normal à chacune des 
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surfaces (4); la droite (3) aura donc ses constantes a, 6, c, 
a, p, Y déterminées par cette condition qu'elle devra être 
normale aux deux surfaces. 

Troisième cas. — Les deux points ^oi JKo? ^oî ^\ty\^ Z\ 
sont V un fixe, Vautre assujetti à demeurer sur la surface 

Ce cas se traite facilement en supposant ùx^ = oy^ = hz^ = o ; 
la droite cherchée est alors la normale menée J?i, jKi? ^i à la 
surface <po = o- 

Quatrième cas. — Les points Xq^ yo, Zq et x^j yt, z^ sont 
assujettis à se trouver sur les courbes 

à l'équation (a) 

dxi oxi -t- dyi ùyi -h dziOZi — dx^ ùTq — dyo oyo — dzo ^Zq = o 

il faudra adjoindre celles que Ton obtient en diflFérentiant (7), 
à savoir 



Oxo 



ÙTq -i-. . . 0, 


- — o.ro -J- . . . = 0, 


OXi -T . . . ^" 0, 


— ôj?i -^- . . . ; 



en éliminant quatre des variations 8^01 ^yot ... et en éga- 
lant à zéro les coefficients des variations restantes, on aura 
les équations déterminant les constantes a, fc, c, a, p, y. En 
faisant usage de la méthode des multiplicateurs, on a 

dyo -^ Ao . n (xo -/— = o, 
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et trois autres équations obtenues en changeant Tindice o 
en I ; on en déduit 

qui exprime que la direction dxQ, dy^^ dz^ ou a, 6, c de la 
droite est normale à la direction de la tangente à la courbe 
^0 = o, <}/o = o ; elle est évidemment normale à l'autre courbe. 
On voit sans peine comment on traiterait le cas où l'une 
des extrémités du chemin cherché serait assujettie à demeurer 
' sur une surface et l'autre sur une courbe, etc. 

Problème II. — Trousser sur une surface la ligne la 
plus courte entre deux points. 

L'intégrale à rendre minima est, comme dans la question 
précédente, 

(i) ur=: r ^dx^ -T- dy^- -T- dz'^ ; 

mais x^y et z ne sont plus indépendants les uns des autres, 
et l'on a entre eux une relation 

(2) /(^'yf^) = Oy 

qui est l'équation de la surface : on devra donc remplacer z 
par sa valeur tirée de (2) avant de faire varier l'intégrale; 
mais on peut aussi faire d'abord varier l'intégrale, puis tenir 
compte de la relation (a) en observant que 8/=o, ou que 

(3) /lO:r-4-/îOjH-/3$2 =:rO, 

en posant, pour abréger,/, := ^ , /j i=z ^ , /, — ^; on a alors 



8« = / 



*^* dx dox -h dy d^y -h dz doz 



d' 



VARIATIONS DSS INTÉGRALES SIMPLES. 879 

en désignant dx^ + dy^ -{-dz^ par ds^j ou 
'"= [-dS "'' ^ ds '^ -^ Ts "V 

Pour que Zu soit nul^ il faut que la quantité placée sous 

le signe / soît nulle; car, en vertu de (3), elle se réduira à la 

forme AS:c 4- B8^ et les coefficients de Sx, Zy qui sont arbi- 
traires devront être nuls', ainsi Ton doit avoir 

jdr ^ dv ^ jdz ^ 

a —- 0J7 -+- a -i- V -h a ,- 0.3 = o. 
as as '^ as 

£n combinant cette formule avec (3) et en employant la 
méthode des multiplicateurs pour éliminer les variations, 
on a 

- ^ , dx - V , dy • ^ ^ , dz 

•^'^^''rfF=**' /'-^^''rfF=°' /'-^^''5i=" = 
d'où, en prenant s pour variable indépendante, 
, ,. d'^x d^y d^z 

yi /î /s 

La courbe cherchée a donc sa normale principale en coïnci- 
dence avec la normale à la surface ; son plan osculateur est 
normal à la surface. Les lignes qui jouissent de cette pro- 
priété portent le nom de géodésiques : nous les étudierons 
plus loin. 

Si les points x^^ y^^ z^^ et jr», y<, z^ sont fixes, on aura 
Zu = o, en prenant 

et cette équation sera satisfaite d'elle-même, o^o? Zyo^ . . . 
étant tous nuls. Pour résoudre la question, on intégrera les 



38o CHAPITRE VIII. 

équations (4), puis on déterminera les constantes d'intégra- 
tion en exprimant que la courbe passe par les points fixes 

Si Tun des points Xq^ yo^ z^ était assujetti à se trouver 
sur une courbe Hxe, l'autre étant par exemple fixe, on aurait 
d'abord 

pour l'une des équations de cette courbe, et 
pour l'autre équation; par suite, 

Ci^i o^To -h 92 ^Vo + ©3 o-So — O, 

et (5) donnerait 

dxoùTQ -+■ dy^rjVQ -I- f/zQùZQ = o, 



d'où 



à(f. ?)' ^ à(f, o) ^ â(/, o) 



^^0 ,,, ' : , -+- ^70 ... , ' . -+- dz 



-{TZ. T-T = "ï 



t^(^'0, -So) f^(>3o, 57,,; dC^-o-Jo) 



ce qui exprime que la géodésique est normale à la courbe 
/=o, y = 0. 



XI. — Sur une classe d'équations diflérentielles. 
La recherche du maximum ou du minimum de l'intégrale 






• .r. 



dans laquelle F désigne une fonction de x^ y^ z^ . . , 
conduit à l'intégration des équations différentielles 



Y — - - "^JX. _ 

dx dx' • • • - > 

dT dnr 

^'"l^'^'d^ -... = 0, 
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parfois fort difficiles à intégrer. (Y, Y', . . . , Z, Z', . . . ont 

toujours les mêmes significations que plus haut : Y = -r- • • • • ) 

Supposons que la fonction F ne contienne qu^une fonction 
inconnue j' : c'est ce qui arrivera toutes les fois que l'on aura 
à rechercher une propriété de maximum relative à une courbe 
plane. Si Ja fonction y n'entre dans F que par ses dérivées, 
l'équation différentielle à intégrer sera 

et l'on aura immédiatement une intégrale première 

_,, d\" 

Y Y — !-...= const. 

dx 

Il se présente une simplification analogue quand F ne 
contient pas la variable x\ en effet, on a alors 

d? ^\dy-^Ydy-^... 
ou 

d¥ ={\y-^Ty-\-...)dx\ 

éliminant alors Y entre cette équation et l'équation à intégrer 

^ d\' d^ Y" 
^--di^-dx^-"' = ''^ 

on a, en supposant Y"'== o, Y" =: o, . . , 
Cette équation peut s'écrire 

d¥ = d{ry)-,-d{\'y^^y^ 

et s'intègre immédiatement. L'équation du problème est donc 
simplement 

F = Yy -^ Yy — ^ y -^ const. 

Quand ni y ni ^ n'entrent dans F non plus que les dérivées 
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d'ordre supérieur à 2, les simplifications dout nous venons 
de parler se présentent à la fois ; d'abord, y n'entrant pas dans 
l'équation à intégrer, celle-ci se réduit à 

(££_ __ d^Y' _ 
dx dx^ "" ' 

d'où l'on tire, en appelant a une constante, 

comme l'on a en outre 

rfF=^(Yy--Y>-')^, 
l'élimination de Y' donne 

rfF = Uy"-^ ^y\dx^a dy 

ou 

d¥ = d(\''y)-^ady, 

équation immédiatement intégrable. Faisons une application 
de ces principes : 

Problème. — Trouver une courbe plane qui y passant 
par deux points fixes, soit telle que Vaire comprise entre la 
courbe, sa développée et ses rayons de courbure extrêmes 
soit un minimum. 

En appelant x, y les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe Xo, j^o et x^^y^ les coordonnées de ses extré- 
mités, l'intégrale à rendre minima est 



ICI 



f^^P^; 



L'équation différentielle de la courbe cherchée est 
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OU 

b désignant une nouvelle constante ; ce que Ton peut écrire, 

en appelant R le rayon de courbure, s l'arc de la courbe 

cherchée, 

ds dy 

ax cLx 



OU 



Posant 



^ dy ,dT 

as as 



dx dv 

^= cos». ^= s.n^, 

a = rcosa, 6 = rsina, 



on a 



aR = rcos(çp — a) 
ou, en faisant tourner l'axe des x de l'angle a, 

aR = rcos^p. 

ds 
Or R = ^, car dff est l'angle de contingence; on a donc 

ds r 

-— = -coso 

a<p •! * 

et, par suite, 

dx r ^ dy r . 

acp a ' do a ' ' 

en intégrant, il vient 

a: = - (sin<p cos© -+- <p)-i- const., 
y = - (cosacp -+-i)-+- const. 

o 

Ces équations sont évidemment celles d'une cycloïde. 

Remarque. — Si l'on avait cherché le maximum ou le 
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minimum de l'intégrale 






^ dx^ 



(i+y*) 



ce qui revient à chercher la courbe qui, passant par deux 
points fixes, présente une courbure moyenne minima, Féqua- 
lion différentielle du problème se fût réduite à une identité, 
et, en effet, la quantité placée sous le signe est une dérivée 
quel que soit y et, par suite, l'intégrale ne dépend que de x^^ 
yfit^K-iyK^ les points :ro, j^o ^^ ^k 7 y\ étant fixes, elle est con- 
stante et, par suite, n'est pas susceptible de minimum. 



XII. — Maximum et minimum relatifs. 

On a souvent à rendre une intégrale définie maxima ou 
minima, pendant qu'une ou plusieurs autres intégrales sont 
assujetties à conserver des valeurs constantes. Ces questions, 
qui sont dites questions de maximum ou de minimum 
relatif y se résolvent toujours d'après les mêmes principes. 

Supposons qu'il s'agisse de rendre maxima l'intégrale 



u^ Ç ¥ dx, 



sachant que les intégrales 



^ = I ^ dx, w = I Qdx 

sont assujetties à conserver des valeurs constantes. 

Si l'on cherchait à résoudre ce problème par les méthodes 
ordinaires, on écrirait 

mais ces équations sont incompatibles si l'on suppose que i/, 
(^, fv, ... ne dépendent que d'un seul paramètre a. Aussi 
imaginerons-nous, pour les besoins de la circonstance, que Xy 
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y, z^ . . . , dépendent non seulement de t, mais de plusieurs 

autres paramètres a, a', a'^, . . . , en nombre égal au nombre 

des conditions données; SU sera alors la diflférentielle totale 

de la fonction U relative aux variables a, a', a", . • • , la variable 

t restant constante. 

On pourra alors trouver le maximum ou le minimum de u 

en écrivant 

8a = o, 8^ = 0, 8(v=o. 

L'application de la méthode des multiplicateurs à ces équa- 
tions conduit, comme Ton sait, à rendre maxima l'expression 

a -h Xv -h {JLW, 

où X, pi sont des quantités constantes que Ton détermine en 
écrivant que les intégrales i^ et w ont des valeurs données. 
Nous allons faire une application de cette règle au problème 
des isopérimètres. 

Problème. — De toutes les courbes fermées, à contour 
simple, de même longueur, quelle est celle qui comprend 
la surface maxima. 

Si Ton prend des coordonnées polaires r, 6 et si l'on 
appelle / la longueur des courbes considérées, il faudra rendre 



t/o 



'0 

maximum, sachant que 






1= j \/dr^-hr*d^K 
On rendra d'abord 



( r» ûfe -h X /e/r« -f- r» ^e» ) 



maximum, en égalant à o la variation de cette intégrale; on 
aura alors 

0= / I 2r<iOô/'-+-r*rf89 -f-X — ), 

J^ \ )/dr^-^r*dQ^ / 

L. — Traité d'Analyse, V. 25 
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et, en intégrant par parties, 

0=1 {mr^A — ld 1> - ^ \àr 

-Urdr-.\d—^£r=^\l^'\ 
\ /^r» 4- r* cf e V J 

égalons à zéro les coefficients de 8r et 86, nous aurons 

aroB — A rf — ,- -f- Ar — ,- =o, arar-f- A a -—j— =o, 
ûTj <i5 ds 



s désignant l'arc de courbe ^dr^ -h r^d^^. La seconde équa- 
tion donne 

''^^-dT^'"'^ 

a désignant une constante : on en conclut 

ds = -r 

a" — r' 
OU 

'^ a* — r* 

on en tire 

tfO = 



ce que Ton peut écrire en posant V^ = X^ -4- 4«^> 






é/r 



or la dérivée de ^ y^ - est égale à— ^^y^; donc, en intégrant, 

on a 

— Oq = arccos — ^ > 

A r 

d'où l'on tire 

r* -h XV cos(6 — Oo) — a* = o. 
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C'est Téquation d'un cercle, ainsi que l'on peut s'en assurer 
en revenant aux coordonnées rectilignes ; )/ se détermine en 
écrivant que la longueur de la circonférence est égale à /. 
I) reste deux constantes arbitraires dans la solution et cela 
doit être, car tous les cercles égaux satisfont à la question et 
contiennent dans leur expression deux paramètres arbitraires. 
La même équation différentielle et la même méthode con- 
duiraient à la démonstration de ce théorème : 

De toutes les figures de même aire le cercle a le plus 
petit contour. 



XIII. — Cas où il existe nne relation différentielle entre 
les fonctions qui entrent sous le signe /. 

Je suppose qu'il s'agisse de rendre l'intégrale 



L 



¥ dx 



maxima ou minima, sachant que, entre les fonctions inconnues 
y^ .z, . . . dont elle dépend, il existe une ou plusieurs rela- 
tions différentielles ou finies 



û = o, Q! ^o, 



• • • « 



on ramènera ce cas à celui que Ton a étudié au paragraphe 
précédent, en observant que les formules précédentes sont 
équivalentes à 






Faisons une application de ces principes au calcul du 
maximum de 

u= j ¥i,x,y, z\ dx, dy, . . . ), 
sachant que 
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On aura à chercher le maximum de 

on posera alors 

(i) r(oF-f-!iX/8/) = o. 

Soit 

A Sa? -4- B Sx -h C 8^ 

la valeur que prendrait la quantité placée sous le signe / 

si Ton voulait calculer Zu, La quantité placée sous le signe / 
dans (i) sera 

et Ton devra égaler à zéro les coefficients Sx, 8^, S;;, ce qui 
donnera 

et les conditions du maximum s^obtiennent en éliminant X 

ou 2\/. 

On peut modifier un peu la méthode précédente. Les équa- 
tions Û =^ o, û'=: o peuvent être remplacées par 

To» û* dx = o, A'> û'î dx=o, 

6 et 6' désignant des fonctions arbitraires : on est alors con- 
duit à chercher le maximum ou le minimum de 

Af -f- xe^û* H- ve'«û'*)ctr 

et à déterminer \ et 7/ de telle sorte que 1 ^^Q?dxel j ô'^ Û' * dx 
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soient nuls. Or, si Ton pose X02û= [x, VÔ'^û'^ = jx', cela 
revient à rendre 



/< 



maximum ou minimum et à disposer de [jl et ^if de telle sorte 
que û = o, û'= o ; mais on pourra traiter [jl et [jl' comme des 
constantes par rapport à la caractéristique 8, car les coeffi- 
cients de ô[ji et 8[x', quand on fera varier l'intégrale précédente, 
seront Q et û' nuls par hypothèse. 

C'est ici l'occasion de signaler une erreur que l'on pourrait 
être tenté de commettre dans la recherche des courbes qui 
satisfont à certaines conditions de maximum. On ne peut 
pas prendre Tare pour variable d'intégration, et cela parce 

que les -.- et ~- ne sont pas arbitraires, mais bien liés par la 

relation 

qui impose à -^- et à -^ la condition de rester moindres que 

f y ds n'a pas de minimum en lui- 

même, mais en acquiert un en supposant que s satisfasse à 

la relation qui précède. Pour trouver le minimum de f yds, 

c'est-à-dire la courbe qui, par sa révolution autour de l'axe 
des X, fournit la surface d'aire minima, il faut chercher le 
minimum de 



/( 



^rf,+ >.^l±41=^^: 



ds 



la variation de cette intégrale est 



/[ 



.s , ^ , ^ dx^ dx -\- dy^dy — ds^ds 
ùy ds -h y a ds -h il -;7~- 

X 



— —{dx^-h- dyi — ds^ ) Srfjl 
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OU 



/'[^8,..x(f^.S.^-e,)-x(g.g-,)^] 



- / ô)' a5 — ayos — 20x a —-, nay a , ■ 

En égalant à zéro les coefficients de ùx, 8/, 85, on a 

,\dx , , ^ ^ 

a — ,— =0, as = id , > 

/I.X ^ ,\dx'^ ^^^y^ 

Laissons de côté la dernière équation, qui est la plus compli- 
quée; les deux premières donnent 

\dx a , ^ dy 

—.-=-> b-\-s = i\-^j 
ds 7. ds 

6 et <2 désignant des constantes. A ces équations on doit 
joindre la suivante : 

les deux premières, élevées au carré, donnent, en tenant 
compte de celle-ci, 



4X» 4>^* 

d'où 

4 ^ 4 ' 
il en résulte, par Télimination de )., 



r 
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on en tire 

X = alog[6-r-5-b /a* H- (6 -r j)*]-h const., 
y — /a«-h(6 H-*)* -h const.; 

éliminant 5 ou é -H 5, on a 



X 



= a log I -^ i^ j -T- const. 



ou, en négligeant les constantes, 



a 
donc 



I _£ 



= ^^,^^e «). 



La courbe cherchée est donc une chaînette. Si nous sup- 
posons les points limites fixes, 8/ et hx sont nuls aux limites ; 
quant aux coefficients de hs^ et 85© , on peut observer que, 
sous le signe de substitution, le coefficient de Ss a pour diffé- 
rentielle l'une des quantités qu'il a fallu égaler à zéro; ce 
coefficient est donc constant [équation (6)]; on a donc 

k(^Si — Sso) = o, 

k désignant une constante. 



XIV. — Résolution de quelques problèmes. 

La difficulté capitale du calcul des variations réside dans 
l'intégration des équations auxquelles on est conduit dans 
toutes les questions de maximum que Ton veut résoudre. 
Toutefois, même dans le cas où l'on ne sait pas intégrer les 
équations auxquelles on est conduit, le calcul des varia- 
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lions peut fournir des indications utiles. Considérons, par 
exemple, la question suivante : 

Problème. — Trouver sur une surface donnée la ligne 
de longueur donnée qui renferme une aire maxima. 

Soit 

(i) f(x, y, z) = o 

l'équation de la surface donnée \ soient /> r= — , gr = -^ . La 
quantité à rendre maxima est 

/ / VI -hp^ -f- q^ dr dy, 

et Ton pourra intégrer une fois, puisque z, /?, q sont des 
fonctions données par (i) de ^ et j^. Soit donc 

^ = f v^i -H/?* -h q^ dy ; 
il faut rendre 

/" ^^ =f' Ifs '^^ 

maximum, sachant que le périmètre de la courbe le long de 
laquelle l'intégrale précédente est prise est donné. Si l'on 
prend l'arc s de cette courbe pour variable, on sera conduit 
à égaler à zéro la variation de l'intégrale 

V= r[vx'i-'k(x'^-^y'^-hz'*-'i)-^\if]ds, 

les accents désignant des dérivées relatives à 5 et X, [x des 
constantes à déterminer par la condition que le périmètre de 
la courbe cherchée ait une longueur donnée. On a 



V ^x' 



^ ^{^ 8a: -4- ^ 8^-4- ^ ^z\-^-2\{x'^x'-hy^y-^z'^z)\ds 
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OU bien 

dv 



On doit poser, en observant que — = y/ 1 -{~ p-^-^ q^^ 

àf . , 

' OZ 

Ce sont les équations du problème, en général impos- 
sibles à intégrer, mais on peut trouver une propriété remar- 
quable de la courbe qu'elles représentent. Prenons en effet 
pour plan des xy le plan tangent en x, y, Zj pour axe des x la 
tangente à la courbe, les équations précédentes deviendront 

■V . àf . , 

Or, en appelant (o Tangle que la normale principale fait avec 
l'axe des y, c'est-à-dire avec le plan tangent, et p le rayon de 
courbure, on a 

ç>y — COSOJ 

et, en observant que x':= i, la seconde des formules précé- 
dentes donnera 

cosco î 

— — — const.; 

p 2À 

il en résulte que la courbe cherchée est telle que la projection 
de sa courbure sur le plan tangent ou, comme l'on dit, que 
sa courbure tangentielle est constante. Cette courbe a quel- 
quefois reçu le nom de cercle géodésique de la surface; 
nous la retrouverons dans un autre Chapitre où ce nom de 
cercle géodésique sera justifié. 
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XV. — Théorème d'Hamilton. 



Cherchons la variation de l^intégrale 



^= r Vdt, 

dans laquelle V représente une fonction de x^, x^^ .... x„y 
de leurs dérivées relatives à /, à savoir x\y x'^y , . . . x'„ et de /, 
nous aurons 

ou, en appliquant Tintégralion par parties, 

Il résulte de là que, pour que Ton ait S6 r^ o, il faut que 
l'on ait 

^"> M'ai - dt ôxT'' = ""^ 

et si les variables x ne sont liées par aucune équation de 

condition 

â\ d d\ 



dx\ dt ôx\ 
(3) { dW d d\ 



— o. 



dxf dt dx\ ' 



La formule (i) montre que, si les ^x sont nuls auic limites et 
que si les formules (2) ont lieu, on aura 8B = o. Cette 
remarque fournit un exemple .curieux de changement de 
variables. 

Supposons que, dans Téquation (2), on veuille substituer 
aux variables x^, x^y * • - . Xn d'autres variables en nombre 
égal ou différent j/'4îJK2î • • .{Ka> i^ées ou non par des équa- 
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lions de condition : V deviendra fonction des y, et l'on aura 
toujours 86 = o si Ton suppose les 8/ nuls aux limites. Or 
la formule (i) est alors remplacée par 



ae = 



(2-^^^-X'2(^^"""^'^7)^^^'- 



Si Ton veut que 80 = o, en supposant les By nuls aux limites, 
on voit que Ton aura 



2 






c'est la transformée de Téquation (2). Or on peut toujours 
faire en sorte que les nouvelles variables j^ ne soient pas liées 
entre elles par des équations de condition : parmi les moyens 
d'arriver à ces résultats, on peut prendre pour variables y^ 
n — k des variables o?, k désignant le nombre des relations 
qui lient les X, les autres variables devront alors être exprimées 
à l'aide de celles-ci au moyen des équations de condition. Il 
résulte de là que l'on pourra toujours remplacer la condi- 
tion (2) par des équations telles que 



d\ d d\ 

— o, 



àyx dt ây 

Supposons maintenant qu'il n'existe aucune relation entre 
les variables x et que l'on définisse ces fonctions de t au 
moyen des équations différentielles du second ordre (3). 
Supposons enfin, ce qui est permis, que la caractéristique 8 
représente une différentielle totale prise par rapport aux 
constantes en nombre 2n amenées par l'intégration des équa- 
tions (3), l'équation (i) deviendra 

l'indice o placé en haut d'une lettre indiquant que l'on y 
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suppose t= Iq. Cette équation donne 



( ^ _ 

1 âxt " 

(4) < 

( dx\ ~ 


dW de àW 
dx\ ' âxi âx'^ 

dV de âV 
'dx\^ ' dx\ ' ' àx'^ 


On a d'ailleurs 




(5) 


^^ _ V ^^ - V 

~di ^' dt, - ^' 


mais on a 






de de ^^de , 

dt "~ dt '^2ddx^' 




de de yi de , 

dto dto'^2ddx^^^' 


c'est-à-dire, en vertu de (4) et (5), 


(6) 


dt ^ Zddx""' 


(7) 


de _- ^ de , 



Si Ton remplace dans ces équations x' et x'^ par leurs valeurs 
tirées de (4) en fonction des — et des -— > on aura deux équa- 
tions aux dérivées partielles auxquelles satisfera la fonc- 
tion 6. 

Tel est le théorème d'Hamilton. Si Ton connaissait la 
fonction 6, on voit que les équations (4) seraient les inté- 
grales des équations (3), puisqu'elles sont n relations entre 
les Xj les a/, ^, et 2/i constantes arbitraires a;}, j?J, . . . , x'^, 
x'^^ .... Il y a donc grand intérêt à connaître cette fonction; 
mais on ne voit pas très bien comment on pourrait la calculer. 

Jacobi a montré que, pour avoir les intégrales des équations 
(3), il n'était pas nécessaire d'avoir la fonction © elle-même, 
mais seulement une solution quelconque de l'équation (6) 

de ,, VI de 



^=v-y=... 
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où od est tiré des équations de la forme 

de _ r)V 
dx âx 

pourvu que cette solution © renferme n constantes arbitraires 
ai, a2 7 . , . , oin» Les intégrales de (3) sont alors 

de dV de dW 

, âxt dx\ àx\ àx'^ 

(8) / * * * ' 

^1, p2, . . . désignant n nouvelles constantes arbitraires. 

Pour démontrer ce théorème, nous déduirons les équations 
(3) de (8) par l'élimination des a et des P, en nous appuyant 
sur ce que © est solution de (6). On a 

de _^àe ^ de dx 
'dt " 'di "^^ dx ~di 



2 

et, en vertu de (6), 

dt ~~ ~ ^'dx ^ '^ ^dx ~di 

et, en différentiant par rapport aux a avec la caractéristique S, 

dt j^ dx ^ dx' ^ dx 

_^yàedx_yd%^ydxde 
Âàdx dt ^d ôx Zddt dx' 

c'est-à-dire, en vertu de (8), 
d'un autre côté, on a 

À^dx ^ doL 

ou, en vertu de (8), 



d\ 



««=2£^-2p 



8a 



SgB CHAPITRE VIII. 

et, par suite, 

^^ _\^ ^-s dx ^ d d\ j, 
dt~ Zàô^^ ~di '^2àdi dx' ^''' 

Retranchant cette formule de (9), on a 

JU \àx dt dx' I ^\ dtj ôx* 

mais, les Sa et les Sp étant arbitraires, il en est de même des 

Zx et des 8 ^-: on doit donc avoir 
ox 

ày _ d d\ _ ,_dx 

dx dt dx' ~^' ^ ~ di' 

ce qui montre que les équations (3) sont des conséquences de 
(8), en d'autres termes, que (8) sont les intégrales de (3). 
Nous verrons qu'il y a des cas dans lesquels il est plus 
simple de deviner une solution de (6) que d'intégrer les 
équations (3). 



XVI. — Application à la Dynamique. 

Les équations du mouvement d'un système de points de 
masses mi, /Wj, ... ayant pour coordonnées x^^ y^^ Zx\ 

^2 j y 2^ ^27 ' ' ' sont, en désignant le travail par 8Q, 

si l'on fait alors 

on a 

, ôT , àT dT 

'^^'=5ÏÏ' '^•^'=5^' '"^'==5iî' 

ce qui permet d'écrire l'équation (i) de la manière suivante : 

/dT d dT 



2(^-5Ï^J^^' = -^Q' 
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si aux coordonnées ^Ti, ^2? • • • on en substitue d'autres q^y 
q2t • • • on a (p. 394) 

/dT d d^ 






Supposons 8Q = Qi Sgr, h- Qq^^^ H- • • • si les variables q^ , 
^2? ... ne sont pas liées entre elles, si elles sont indépen- 
dantes, cette équation se décomposera en d'autres de la forme 

ôqi dt ôqi ^' 



XVII. — Rédaction à la forme canonique. 

C'est Lagrange qui a fait connaître les équations du mou- 
vement avec les coordonnées q quelconques {Mécanique ana- 
lytique). Hamilton passe pour les avoir mises sous la forme 
dite canonique (en i834, Transactions philosophiques). 
Mais Cauchy avait déjà fait usage de cette forme canonique 
en i83i, dans un Mémoire très rare publié à Turin. 

Reprenons l'expression 

dxi dx dx\^ dx ~ ^^ 

qui se rencontre dans les questions de Dynamique et dans un 
grand nombre de questions relatives au calcul des variations : 
supposons la fonction V homogène et de degré m par rapport 



aux Xf ; on aura 



m\ = ^x\ ^, 



' dx'i 



on en tire 

ôx'i 



(m-i)V = ~V-h2a;i 



et, en différentiant avec la caractéristique S, 
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OU 

(m^i)8V = ~25^^^'^2'^'^ Su- 
cette formule montre que, si Ton prend pour variables indé- 

pendantes ^,, X2, . • , Xn ^^-^ =/>m ^ =P2, • • •» on 
aura 

dV i àV dV i _, i dxi 

on aura donc 



d\ d d\ . .dS dpi I dxi dW 



/ 



Des équations de la forme 

^V _ ^ ^ au _ , _ dxj 

dXi dx dx'i dx{ ~" ' ^~ dx^ 

OÙ U n'est pas fonction des x\^ pourront donc se mettre, eo 

posant 

— (m-i)V-HU = H, 

sous la forme suivante, dite canonique, 

<^H dpt e?H dxi 

d^i-'di' d^i^-'-d^' 

et que nous étudierons spécialement dans un autre Chapitre. 



XVIII. — Règle ponr distinguer les mazima et les minima. 

Théorèmes préliminaires. 

Théorème I. — Si y est une solution de Inéquation diffé- 
rentielle 

(I) Aoj^--5j(Aiy)-t-...-+-^(A„j^»)=:o, 

dans laquelle Aq, A, , ... désignent des fonctions données 
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de x^y et de ses dérivées successives y\ y, . . . , V expression 

sera une dérivée exacte, quel que soit w, et son intégrale 
sera de la forme 

''■(;)-£h(l)]— JS[«.(|)-]. 

Bi) Ba, ... désignant des fonctions de x indépendantes 
de u. 

Ce théorème de Jacobi peut servir, comme on voit, à 
trouver une seconde intégrale de (i), quand on en connaît 
déjà une; il a été démontré comme il suit par M. Heine 
{Journal de C relie, t. 54). 

Posons 

(a) iZ= f\{u^)^dx, 

A désignant une fonction de x invariable de forme, et sup- 
posons u et ses dérivées invariables aux limites de l'intégrale : 
nous aurons, en différentiant avec la caractéristique S, 

oZ = I \u"ùu"dx 

m 

et, en intégrant par parties, 

oZ = ±: f~(\u'^)oudx. 

J dx'^ ^ ' 

Posons alors m = / r ou / = -» et nous aurons 

y 

(3) U = ±:Jylt-^^^{\un)dx, 

Posons maintenant u = ty dans Téquation (2) : nous aurons 

?. Z = Ta [( tyyi Y dx = jXify" -+- nty^-^ -f- . . . -r- f «7 )2 dx. 
\é, — Traifé d'Analyse, V. 26 
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Intégrons par parties; si Ton intègre un terme de la forme 
AlPy^j il est clair que Ton pourra le ramener à la forme 



Çcitpy-dx, 



en sorte que l'on pourra écrire 



Z = ACo/2 -h G, /'2 -^-. . .- Cai t^f- 1 dx. 



1 



et, en différentiant, 

La comparaison de cette formule avec (3) montre que Ton 
peut écrire, en supprimant le signe dz qui est inutile, 

faisons dans cette formule successivement A = A©, A|, . . . , 
et ajoutons les résultats : nous aurons 

L'identification donne immédiatement^' A;, "^~;r ^^ '^^ — 7~V 
ou B/i = A/ïjK*^ • d'ailleurs f est égal à ; si donc on fait ii = y^ 



r[Ao7-^^-(A,y)-^ •• j-^Bo; 



donc Bo est nul ûy satisfait à (i) et le théorème se trouve 
démontré. Lebesgue a démontré ce théorème différemment 
(t. VI du Journal de Liouville, i'*' série); Delaunaj éga- 
lement, dans le même Volume. 
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Théokème il — La variation seconde de V intégrale 



(4) 



u = I F dx^ 



dans laquelle F désigne une fonction de a;^y,y= -- - , . . . , 

y étant une fonction invariable, ainsi que ses dérivées, aux 
limites de l'intégrale, a pour expression 






w-/'S7^^[Aoaj-+-^(A,$/)-h...4-^-^(A„8x«)j, 



A|, A2, ... désignant des expressions indépendantes de 

OK, Sj^', . . ; d'ailleurs 



A.= ^- '-'' 



La démonstration suivante est encore de M, Heine. On a 
d^abord 

faisons maintenant varier une seconde fois cette formule, 
mais avec une autre caractéristique ù' relative à de nouveaux 
paramètres supposés contenus dansjK'» nous aurons 






Considérons un terme du second membre 

l'intégration par parties permettra de le ramener à la forme 

^— ( or' J'J -h yi (jyJ )dx 

= I \ ( )' *■ > ù'yJ -I- oyi-^ 1 oyJ )cix-\- / A ( oj'' oyJ^^ -h 0' j^'' oyJ ^^)dx 

et, par conséquent, à des termes de la forme (5) dans lesquels 
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on pourra supposer i = j ou i=j'\-i-^ dans ces derniers 
cas, on voit que 

d 



A(o7'oy+i-+-o'7'o)'+i)c/a7= Ta J- (ùy*'o'y)dx 
et, par conséquent, 35';^ se ramène à la forme 

^^f J/A^'^» â^l^'f lk^>. "Nf •• \ f 

00 w= / (Aoo/oj^ — AiGj^ 0^ -l-...±: A«oj^«07«)c?j:, 





ou 



(6) aa'u=y'|^Aooj.H-^(A»8/)+...-h^/A„$xr)Jo>^. 

D'un autre côté, on peut mettre 2' e^ sous la forme 
Ù ne contenant plus o'y^ et d'ailleurs 



12 = 



est Téquation difTérenticIlc qui fournit le maximum ou le 
minimum. En diflcrentiant avec la caractéristique 8, on a 

o' a = / ( oii o'^- -h ii o'j' ) d.z: 

ou, en supposant U = o, 

oo'w = / oilo'ydjp; 

comparant cette formule avec (6), on en déduit 

d d^ 

(7) oi> = Aoo>'-h ^^- ( Aio/)-+-...-h -^ ,;a,,oj«). 

Or on a 

ou = I Hdxoj'^ 

o*M = / ildrù^y-h f oiio^-^x, 
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el, comme û = o, 
ou, en vertu de (7), 

d'ailleurs, il est clair que 

(9) A, = ih^^^p^. c. 0. F. D. 

XVIII. — Application des théorèmes précédents. 

Conservons les notations du paragraphe précédent et pro- 
posons-nous de voir si la valeur dey tirée de Péquation û = o 
rend l'intégrale w, dans laquelle les limites sont fixes, maxi- 
mum ou minimum; à cet effet, il faudra calculer o^u et voir 
si la valeur dejK tirée de û = o rend 8^ a toujours négatif ou 
toujours positif; nous prendrons S^w sous la forme (8) que 
nous venons de calculer, et nous allons lui faire subir quel- 
ques transformations destinées à mettre son signe en évi- 
dence. 

Soit ^yz=ç une solution de l'équation ôû = o ; posons 

•s ^» 

nous aurons, au lieu de (8), 

s»w=yi;a>[Aoar--...-f-^(A„87«)]'^^ 

et, en vertu du théorème I, 

= -/sy [Bi8>' + . . .-+- ^ (B„8>«)] dx. 

Dans cette nouvelle expression de Z^u la quantité placée 
sous le signe / a la même forme que dans l'ancienne, mais 



4o6 CHAPITRE YTII. 

elle contient un terme de moins. Quand on connaîtra une 
intégrale de B, S'y + ...-!- ^^_^ (B,|Oy«) = o, on la simpli- 
fiera encore et on la ramènera à la forme 

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'on arrive à une expression 
telle que 

(lo) 8*a = / P„o«7«é/jr. 

Or on a (p. 4o3) 

d'où Ton tire 
et, finalement, 






K* désignant un carré parfait. Pour que Tinlégrale u soit 
maxima ou minima, il faudra donc que . ^ ^ conserve toujours 

le même signe ; car, Kétantarbitraire, si ^ pouvait changer 

de signe, on pourrait faire en sorte, en choisissant convena- 
blement K, que 8^ M prenne un signe arbitraire. 

Si les limites de l'intégrale u étaient variables, après avoir 
déterminé jK au moyen de l'équation Û = o, il faudrait déter- 
miner les constantes contenues dans l'expression de^ par la 
méthode ordinaire des maxima. 

Un mot encore avant de terminer : il reste à montrer com- 
ment on peut intégrer les équations 

fi 

(il) 8û = o, ou AoO^-+- -j- (Aioy)-f-.. . = 0, 
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L'équation û = o a pour solution une expression y de la 
forme 

a, b^Cy . . , désignant des constantes arbitraires ; û -h 5Q = o 
sera satisfaite en prenant Tinconnue égale à/* -i- 8/*, et 8û = o 
en prenant pour inconnue 8/, ou 

àf . à/ . . 

Ou 00 

8a, 86, . . . désignant des fonctions arbitraires que Ton peut 
aussi désigner par a, j3, .... Ainsi l'équation (i i) peut être 
intégrée sans difficulté. Pour intégrer Péquation (12), on 



07 

y 

premier membre de (12); mais on peut prendre 



remarque que, si 8y satisfait à (11), 8y ou — rend constant le 






a', p', ... désignant de nouvelles constantes que Ton déter- 
minera de manière que la constante à laquelle est égal le pre- 
mier membre de (12) soit nulle, et ainsi de suite. 

C'est Legendre [(1786), Mémoires de V Académie des 
Sciences^ qui a indiqué, pour la première fois, une méthode 
pour distinguer les maxima et les minima des intégrales 
définies. Lagrange est revenu sur cette question dans ses 
Fonctions analytiques, Jacobi a donné ensuite (t. III du 
Journal de IJouville, i*"*' série) la méthode que nous avons 
exposée. L'analyse de Jacobi a été ensuite perfectionnée par 
Delaunay {Journal de Liouville, t. VI, i'® série) et par 
Hesse {Journal de Crelie, t. 54). 



Le Calcul des variations a pris naissance en 1696 à propos 
du problème de la brachistochrone ou courbe de plus vite 
descente, posé par Jean BernouUi dans les Acta eruditorum, 
et en 1697, à propos du fameux problème des isopérimètres 
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{Journal des Savants), qui futToccasion d'une longue polé- 
mique entre Jean et Jacques BernouIIi. Plus tard, Euler fit 
connaître une méthode générale pour la recherche du maxi- 
mum des intégrales dans un Ouvrage intitulé : Methodus ins^e- 
niendi lineas curvas maximi minimwe proprietaie gau- 
dentés. Mais c'est à Lagrange que Ton doit la notation et la 
méthode qu^on emploie aujourd'hui, méthode qu'Euler a 
appelée Calcul desvariations. [ Voir deuxMémoires d'Euler, 
t. X des Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg, 
1766. — Les Œuvres de Lagrange, t. I et II. — Les Nou-- 
veaux Exercices de Mathématiques de Cauchy, t. IIÏ. — 
Sarrus, Recherches sur le Calcul des variations (Savants 
étrangers, t. X, 1848),] Parmi les Traités imprimés sur le 
Calcul des variations en français, nous citerons celui de 
MM. Lindelof et Moigno, publié chez Gauthier-Villars. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Trouver la ligne la plus courte que Ton puisse tracer entre deux 
points sur une surface développable. On montrera que la solution se 
ramène aux quadratures. 

N,-B, On trouvera de nombreux développements sur les lignes 
géodésiques dans le 7* Volume. 

2. Trouver une courbe plane de longueur donnée passant par deux 
points fixes, et qui, par sa révolution autour d*une droite donnée 
située dans son plan, engendre une surface minimum. 

3. Si/> est différent de un, et si u est une fonction de j'j, j^i, . . . , y^^ 
et de --*p y -^ > • • • > --j-^ j homogène et de degré p par rapport à ces 

dérivées, l'intégrale / udx est maxima ou minima quand u est 
constant. 

i. Parmi toutes les courbes de courbure constante que Ton peut 
faire passer par deux points, quelle est la plus courte? 
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5. Parmi les courbes planes qui, tournant autour de l'axe des a;, et 
qui, passant par deux points fixes, engendrent une surface de révolu- 
tion d'aire donnée, trouver celle pour laquelle le trapèze limité par 
les ordonnées de ses extrémités et par Taxe des x engendre le volume 
maximum. 

6. Étant donnée une surface S et une courbe G tracée sur cette 
surface, faire passer, par deux points A et B de cette courbe, une 
autre courbe tracée sur la surface, telle que l'aire comprise entre 
cette courbe et G ait une valeur maxima. (La courbe cherchée jouit 
de cette propriété que la projection de son rayon de courbure sur 
le plan tangent à S est constante.) 

7. Trouver sur une surface le plus court chemin d'un point à un 
autre, en rencontrant une courbe donnée tracée sur la surface. (Mon- 
trer que le chemin demandé est une géodésique qui se brise sur la 
courbe donnée en faisant des angles égaux avec cette courbe.) 

8. De toutes les courbes planes passant par deux points donnés, 
trouver celle dont le moment d'inertie relatif à l'axe des x est mini- 
mum. (On achève la solution au moyen des fonctions elliptiques.) 
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